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บทคัดยอ
งานวิจัยนี้ไดนำวิธีโฮโมโทปเพอรเทอรเบชันรวมกับการแปลงธรรมชาติ เพื่อพัฒนาเปนวิธีใหมในการหาผลเฉลยของระบบ

สมการเชิงอนุพันธยอย เชนสมการเบอรเกอร ซึ่งเปนสมการเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสน ซึ่งในงานวิจัยนี้ไดใชพหุนามฮีชวยใน
การเปลี่ยนพจนไมเชิงเสนใหเปนฟงกชันพหุนาม ซึ่งทำใหการหาผลเฉลยทำไดายขึ้นเมื่อเปรียบเทียบกับวิธีแยกอโดเมียน ซึ่งจาก
ตัวอยางที่ไดแสดงในงานวิจัยนี้ไดผลเฉลยแบบแมนตรง
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Abstract
In this research, we combined natural transform method with the homotopy perturbation method to

solve some systems of partial differential equations, viz. the systems of coupled Burgers’ equations in one-
and two-dimensions. The nonlinear term can easily be handled using the help of He's polynomial. This
technique is applied in two examples. The both problems are resulted in exact solutions. The nonlinear
problem can be easily solved without using Adomian’s polynomials which is the advantage of this method
over the decomposition method.
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1 บทนำ
1.1 ความสำคัญและที่มาของปญหาที่ทำการวิจัย

สมการเชิงอนุพันธ (differential equations) เปนแบบจำลองทางคณิตศาสตรรูปแบบหนึ่งที่นำไปใชอยางแพรหลาย
ในการอธิบายปรากฏการณทางวิทยาศาสตร และวิศวกรรมศาสตร ไมวาจะเปนปญหาการเคลื่อนที่ของโปรเจคไทล ปญหาเกี่ยว
กับการสลายตัวของสารเคมี และปญหาเกี่ยวกับปฏิกิริยาเคมี เปนตน แตอยางไรก็ตามแบบจำลองในรูปแบบของสมการเชิง
อนุพันธที่สรางขึ้นนั้นจะมีความซับซอนแตกตางกันตามปญหาที่นำไปอธิบาย ทำใหการหาผลเฉลยมีความยุงยากและซับซอน
ตามไปดวย นักวิจัยมุงหวังที่จะหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธในรูปแบบของผลเฉลยวิเคราะห (analytical solution) เพื่อ
นำไปอธิบายปรากฏการณตามแบบจำลองที่ไดสรางขึ้น ซึ่งในบางสมการ โดยเฉพาะอยางยิ่งสมการเชิงอนุพันธแบบไมเชิงเสน
(non-linear equation) การหาผลเฉลยวิเคราะหทำไดยากและมีขั้นตอนในการคำนวณคอนขางซับซอน ดวยเหตุนี้ จึงมีงาน
วิจัยที่เกี่ยวของกับการพัฒนาวิธีการหาผลเฉลยวิเคราะหสำหรับสมการเชิงอนุพันธนี้ออกมาอยางมากมาย เชน วิธีแยกอโดเมียน
(Adomian decomposition method) การแปลงเชิงอนุพันธ(differential transform method) วิธีโฮโมโทปเพอรเทอรเบชัน
(homotopy perturbation method) อีกทั้งยังใชการแปลงเชิงปริพันธเชน การแปลงลาปลาซ (Laplace transform method)
การแปลงเอลซากิ (Elzaki transform method) (M.Elzaki และคณะ, 2012) การแปลงซูมูดู (Sumudu transform method)
(Belgacem & Karaballi, 2005) และการแปลงธรรมชาติ (natural transform method) อีกทั้งยังมีนักวิจัยที่นำวิธีที่ไดกลาว
มาใชรวมกันในการหาผลเฉลยของ สมการเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสน Khan. และ Wu. (2011) ไดนำวิธีโฮโมโทปเพอรเท
อรเบชันรวมกับการแปลงลาปลาซ เพื่อหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสน

สำหรับวิธีการแปลงธรรมชาติ เปนการแปลงในรูปแบบอินทิกรัลรูปแบบหนึ่ง ที่ เปลี่ยนรูปแบบสมการเชิงอนุพันธ
สามัญ (ordinary differential equations) ที่ยากไปเปนสมการพีชคณิต (algebraic equation) หรือแปลงจากสมการเชิง
อนุพันธยอยไปเปนสมการเชิงอนุพันธสามัญ ที่สามารถหาผลเฉลยไดงายกวา การแปลงธรรมชาติมีประโยชนอยางมากทั้งในการ
แกสมการเชิงอนุพันธแบบเชิงเสนและไมเชิงเสน และประยุกตใชในการแกปญหาทางวิทยาศาสตรและวิศวกรรมศาสตร (Lamb,
1995 และ Myint, 1980) ซึ่งวิธีการแปลงธรรมชาตินี้ ผูวิจัยจะนำมาใชในรวมกับวิธีโฮโมโทปเพอรเทอรเบชัน เพื่อหาผลเฉลย
ของสมการเชิงอนุพันธยอย โดยมุงหวังที่จะลดขั้นตอนและความซับซอนของวิธีโฮโมโทปเพอรเทอรเบชันใหนำไปสูการหาผล
เฉลยที่งายขึ้น

1.2 วัตถุประสงคของโครงการวิจัย
1. ศึกษาวิธีการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธในรูปแบบไมเชิงเสน

2. เพื่อสรางองคความรูใหมในการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ

3. เพื่อลดขั้นตอนและความซับซอนในการหาผลเฉลยใหนำไปสูการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธแบบไมเชิงเสนไดงาย
ขึ้น

4. ตีพิมพเผยแพรผลงานวิจัยในวารสารทางวิชาการระดับนานาชาติ ที่มีผูประเมินอิสระและเปนที่ยอมรับในวงวิชาการ

1.3 ขอบเขตของโครงการวิจัย
ในงานวิจัยนี้นำเสนอวิธีโฮโมโทปเพอรเทอรเบชันรวมกับการแปลงธรรมชาติ เพื่อหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธยอยแบบไม
เชิงเสนที่มีอันดับจำกัด

1.4 วิธีดำเนินการวิจัย
ในการวิจัยครั้งนี้ ผูวิจัยกำหนดวิธีการดำเนินการ ดังนี้

1. คนควาและรวบรวมเอกสารที่ เกี่ยวของกับสมการเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสน วิธี โฮโมโทปเพอรทอรเบชันและการ
แปลงธรรมชาติ
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2. รวบรวมความรูพื้นฐานและขอมูลที่ไดจากการคนควา เพื่อหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธยอย โดยมีแนวคิดดังนี้
พิจารณาสมการเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสนอันดับหนึ่ง

Dv(x, t) +Nv(x, t) = g(x, t) (1)

โดยมีเงื่อนไขคาเริ่มตนคือ
v(x, 0) = h(x) (2)

เมื่อ D แทนตัวดำเนินการ กำหนดโดย D =
∂

∂t

N แทนตัวดำเนินการแบบไมเชิงเสน
g(x, t) แทนพจนแหลงตนทาง (source term)
ทำการแปลงธรรมชาติทั้งสองขางของสมการ (1)
และจากตารางที่ 1 จะได

ตารางที่ 1: ตัวอยางผลการแปลงธรรมชาติ
f(t) N[f(t)]

1
1

s

t
u

s2

eat
1

s− au
tn−1

(n− 1)!
, n = 1, 2, · · · un−1

sn

sin(t) u

s2 + u2

y(t) Y (s, u)

y(at)
1

a
Y (s, u)

y′(t)
s

u
Y (s, u)− y(0)

u

y′′(t)
s2

u2
Y (s, u)− s

u2
y(0)− y′(0)

u

N[Dv(x, t)] + N[Nv(x, t)] = N[g(x, t)][
s

u
V (x, s, u)− v(x, 0)

u

]
+ N[Nv(x, t)] = N[g(x, t)] (3)

แทนเงื่อนไขคาเริ่มตนสมการ (2) ลงในสมการ (3) จะได
s

u
V (x, s, u)− h(x)

u
+ N[Nv(x, t)] = N[g(x, t)]

จัดรูปสมการใหม จะได
V (x, s, u) =

h(x)

s
− u

s
N[Nv(x, t)] +

u

s
N[g(x, t)] (4)

ทำการแปลงธรรมชาติผกผันทั้งสองขางของสมการ (4) จะได

v(x, t) = G(x, t)− N−1
[u
s
N[Nv(x, t)]

]
(5)
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โดยที่
G(x, t) = N−1

[
h(x)

s

]
+ N−1

[u
s
N[g(x, t)]

]
กำหนดใหผลเฉลยของสมการ (1) อยูในรูปของ

v(x, t) =

∞∑
n=0

pnvn(x, t) (6)

และพจนไมเชิงเสนอยูในรูปของ
Nv(x, t) =

∞∑
n=0

pnHn(v) (7)

โดยที่ Hn แทน พหุนามฮี (He's polynomial) กำหนดโดย

Hn(v0, . . . , vn) =
1

n!

∂n

∂pn

[
N

( ∞∑
i=0

(pivi)

)]
p=0

, n = 0, 1, 2, . . .

โดยโฮโมโทปเพอรเทอรเบชัน แทนคาสมการ (6) และสมการ (7) ลงในสมการ (5) จะได
∞∑

n=0

pnvn(x, t) = G(x, t)− p

{
N−1

[
u

s2
N

[ ∞∑
n=0

pnHn(v)

]]}

เปรียบเทียบสัมประสิทธิ์ของพจนที่มีกำลังของ p เทากัน จะได

p0 : v0(x, t) = G(x, t)

p1 : v1(x, t) = −N−1
[u
s
N[H0(v)]

]
p2 : v2(x, t) = −N−1

[u
s
N[H1(v)]

]
p3 : v3(x, t) = −N−1

[u
s
N[H2(v)]

]
...

ผลเฉลยแบบประมาณคาที่ดีที่สุดของสมการ (1) แทนดวย

v = lim
p→1

∞∑
n=0

pnvn = v0 + v1 + v2 + · · ·

3.2 การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสนอันดับสอง
พิจารณาสมการเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสนอันดับสอง

Dv(x, t) +Rv(x, t) +Nv(x, t) = g(x, t) (8)

โดยมีเงื่อนไขคาเริ่มตนคือ
v(x, 0) = h(x), vt(x, 0) = f(x) (9)

เมื่อ D แทนตัวดำเนินการ กำหนดโดย D =
∂2

∂t2

R แทนตัวดำเนินการเชิงเสนของอนุพันธที่มีอันดับนอยกวาเทากับ D

N แทนตัวดำเนินการแบบไมเชิงเสน
g(x, t) แทนพจนแหลงตนทาง (source term)
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ทำการแปลงธรรมชาติทั้งสองขางของสมการ (8)
และจากตารางที่ 1 จะได

N[Dv(x, t)] + N[Rv(x, t)] + N[Nv(x, t)] = N[g(x, t)][
s2

u2
V (x, s, u)− s

u2
v(x, 0)− 1

u
vt(x, 0)

]
+ N[Rv(x, t)] + N[Nv(x, t)] = N[g(x, t)] (10)

แทนเงื่อนไขคาเริ่มตนสมการ (9) ลงในสมการ (10) จะได[
s2

u2
V (x, s, u)− s

u2
h(x)− f(x)

u

]
+ N[Rv(x, t)] + N[Nv(x, t)] = N[g(x, t)]

จัดรูปสมการใหม จะได

V (x, s, u) =
h(x)

s
+

u

s
f(x)− u2

s2
N[Rv(x, t)]− u2

s2
N[Nv(x, t)] +

u2

s2
N[g(x, t)] (11)

ทำการแปลงธรรมชาติผกผันทั้งสองขางของสมการ (11) จะได

v(x, t) = G(x, t)− N−1

[
u2

s2
N[Rv(x, t) +Nv(x, t)]

]
(12)

โดยที่
G(x, t) = N−1

[
h(x)

s

]
+ N−1

[u
s
f(x)

]
+ N−1

[
u2

s2
N[g(x, t)]

]
กำหนดใหผลเฉลยของสมการ (8) อยูในรูปของ

v(x, t) =

∞∑
n=0

pnvn(x, t) (13)

และพจนไมเชิงเสนอยูในรูปของ
Nv(x, t) =

∞∑
n=0

pnHn(v) (14)

โดยที่ Hn แทน พหุนามฮี กำหนดโดย

Hn(v0, . . . , vn) =
1

n!

∂n

∂pn

[
N

( ∞∑
i=0

(pivi)

)]
p=0

, n = 0, 1, 2, . . .

โดยโฮโมโทปเพอรเทอรเบชัน แทนคาสมการ (13) และสมการ (14) ลงในสมการ (12) จะได
∞∑

n=0

pnvn(x, t) = G(x, t)− p

{
N−1

[
u

s2
N

[
R

∞∑
n=0

pnvn(x, t) +

∞∑
n=0

pnHn(v)

]]}
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เปรียบเทียบสัมประสิทธิ์ของพจนที่มีกำลังของ p เทากัน จะได

p0 : v0(x, t) = G(x, t)

p1 : v1(x, t) = −N−1

[
u2

s2
N[Rv0 +H0(v)]

]
p2 : v2(x, t) = −N−1

[
u2

s2
N[Rv1 +H1(v)]

]
p3 : v3(x, t) = −N−1

[
u2

s2
N[Rv2 +H2(v)]

]
...

ผลเฉลยแบบประมาณคาที่ดีที่สุดของสมการ (8) แทนดวย

v = lim
p→1

∞∑
n=0

pnvn = v0 + v1 + v2 + · · ·

3. นำองคความรูที่ไดเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธกับวิธีที่ใชในปจจุบัน เชน วิธีการแยก
อโดเมียน เปนตน

4. รวบรวมผลของการวิจัยในโครงการที่ไดเพื่อเขียนและสรุปผลงานวิจัย รวมทั้งเตรียมเอกสารสำหรับสงตีพิมพและเขียน
รายงานการวิจัย

5. สงรายงานเพื่อตีพิมพลงในวารสารทางวิชาการระดับนานาชาติและสงรายงานวิจัยฉบับสมบูรณ

1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ
1. ดานวิชาการ

ไดองคความรูใหมที่เปนทางเลือกของนักวิจัยในการเลือกใชวิธีการผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธยอย อีกทั้งเปนแนวทาง
ในการพัฒนาวิธีการผาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธแบบอื่น ๆ ใหมีประสิทธิภาพมากยิ่งขึ้น

2. เปนองคความรูในการวิจัยตอไป
ผลที่ไดจากงานวิจัยนี้ สามารถนำไปใชในการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธซึ่งเปนแบบจำลองทางคณิตศาสตรที่สำคัญ
ในศาสตรที่เกี่ยวของตอไป

3. การเผยแพรผลงาน
ผูวิจัยจะนำเสนอผลงานในที่ประชุมวิชาการและสงผลงานตีพิมพในรูปแบบวารสารระดับนานาชาติ
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2 วิธีดำเนินการวิจัย
1. คนควาและรวบรวมเอกสารที่ เกี่ยวของ กับสมการเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสน วิธีโฮโมโทปเพอรทอรเบชันและการ

แปลงธรรมชาติ
2. รวบรวมความรูพื้นฐาน และขอมูลที่ไดจากการคนควา เพื่อหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธยอย
3. สรางองคความรูในการหาผลเฉลย ของสมการเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสน โดยวิธีโฮโมโทปเพอร- เทอรเบชันรวมกับ

การแปลงธรรมชาติ
4. นำองคความรูที่ได เปรียบเทียบประสิทธิภาพในการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธกับวิธีที่ใชในปจจุบัน เชน วิธีการ

แยกอโดเมียน เปนตน
5. รวบรวมผลของการวิจัยในโครงการที่ไดเพื่อเขียนและสรุปผลงานวิจัย รวมทั้งเตรียมเอกสารสำหรับสงตีพิมพและเขียน

รายงานการวิจัย
6. สงรายงานเพื่อตีพิมพในวารสารทางวิชาการระดับนานาชาติ และสงรายงานวิจัยฉบับสมบูรณ

3 ผลการวิจัย
จากวิธีการวิจัยที่ไดพัฒนาขึ้นนั้น สามารถนำไปใชในการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพันธแบบไมเชิงเสนในรูป

แบบสมการเอกพันธ ดังตัวอยางตอไปนี้
ตัวอยางที่ 1 แสดงการหาผลเฉลยของ

∂v

∂t
− ∂2v

∂x2
− 2v

∂v

∂x
+

∂(vw)

∂x
= 0

∂w

∂t
− ∂2w

∂x2
− 2w

∂w

∂x
+

∂(vw)

∂x
= 0

(15)

โดยมีเงื่อนไขคาเริ่มตนคือ
v(x, 0) = sinx
w(x, 0) = sinx (16)

วิธีทำ
จากสมการ (15) ทำการแปลงธรรมชาติ จะได

N
[
∂v

∂t

]
− N

[
∂2v

∂x2

]
− N

[
2v

∂v

∂x

]
+ N

[
∂(vw)

∂x

]
= 0

N
[
∂w

∂t

]
− N

[
∂2w

∂x2

]
− N

[
2w

∂w

∂x

]
+ N

[
∂(vw)

∂x

]
= 0

จากคุณสมบัติของการแปลงธรรมชาติจะได

s

u
V (x, s, u)− v(x, 0)

u
− N

[
∂2v

∂x2

]
− N

[
2v

∂v

∂x
− ∂(vw)

∂x

]
= 0

s

u
W (x, s, u)− w(x, 0)

u
− N

[
∂2w

∂x2

]
− N

[
2w

∂w

∂x
− ∂(vw)

∂x

]
= 0

(17)
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แทนเงื่อนไขคาเริ่มตนสมการ (16) ลงในสมการ (17)
s

u
V (x, s, u)− sinx

u
− N

[
∂2v

∂x2

]
− N

[
2v

∂v

∂x
− ∂(vw)

∂x

]
= 0

s

u
W (x, s, u)− sinx

u
− N

[
∂2w

∂x2

]
− N

[
2w

∂w

∂x
− ∂(vw)

∂x

]
= 0

จัดรูปสมการ จะได
V (x, s, u) =

sinx
s

+
u

s
N
[
∂2v

∂x2

]
+

u

s
N
[
2v

∂v

∂x
− ∂(vw)

∂x

]

W (x, s, u) =
sinx
s

+
u

s
N
[
∂2w

∂x2

]
+

u

s
N
[
2w

∂w

∂x
− ∂(vw)

∂x

] (18)

ทำการแปลงธรรมชาติผกผันของสมการ (18) จะได

v(x, t) = sinx+ N−1

[
u

s
N
[
∂2v

∂x2

]]
+ N−1

[
u

s
N
[
2v

∂v

∂x
− ∂(vw)

∂x

]]

w(x, t) = sinx+ N−1

[
u

s
N
[
∂2w

∂x2

]]
+ N−1

[
u

s
N
[
2w

∂w

∂x
− ∂(vw)

∂x

]]

แทน
v(x, t) =

∞∑
n=0

pnvn(x, t)

w(x, t) =

∞∑
n=0

pnwn(x, t)

(19)

พจนที่ไมเชิงเสน
F1(v, w) =

∞∑
n=0

pnAn(v, w)

F2(v, w) =

∞∑
n=0

pnBn(v, w)

(20)

โดยที่ An(v, w) และ Bn(v, w) แทนพหุนามฮี กำหนดโดย

An(v0, v1, ..., vn, w0, w1, ...wn) =
1

n!

∂n

∂pn

[
F1(v, w)

]
p=0

, n = 0, 1, 2, ...

Bn(v0, v1, ..., vn, w0, w1, ...wn) =
1

n!

∂n

∂pn

[
F2(v, w)

]
p=0

, n = 0, 1, 2, ...

โดยวิธีโฮโมโทปเพอรเทอรเบชัน จะได
∞∑

n=0

pnvn(x, t) = sinx+ p

[
N−1

[
u

s
N

[
∂2

∂x2

∞∑
n=0

pnvn

]]
+ N−1

[
u

s
N

[ ∞∑
n=0

pnAn

]]]

∞∑
n=0

pnwn(x, t) = sinx+ p

[
N−1

[
u

s
N

[
∂2

∂x2

∞∑
n=0

pnwn

]]
+ N−1

[
u

s
N

[ ∞∑
n=0

pnBn

]]] (21)

เปรียบเทียบสัมประสิทธิ์ของพจนที่มีกำลังของ p เทากัน จะได
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p0 : v0(x, t) = sinx
: w0(x, t) = sinx

p1 : v1(x, t) = N−1

[
u

s
N
[
∂2v0
∂x2

]]
+ N−1

[u
s
N [A0]

]
หา A0

A0 =
1

0!

[
2

∞∑
k=0

pkvk

(
∂

∂x

∞∑
k=0

pkvk

)
− ∂

∂x

( ∞∑
k=0

pkvk

∞∑
k=0

pkwk

)]
p=0

=

[[
2
(
p0v0 + p1v1 + p2v2 + · · ·

) (
p0v0x + p1v1x + p2v2x + · · ·

) ]

−
[
∂

∂x

[ (
p0v0 + p1v1 + p2v2 + · · ·

) (
p0w0 + p1w1 + p2w2 + · · ·

) ]] ]
p=0

=

[
2
(
v0v0x + p1v0v1x + p2v0v2x + p1v1v0x + p2v1v1x + p3v1v2x + · · ·

)

−
(
p0 (v0w0)x + p1 (v0w1)x + p2 (v0w2)x + p1 (v1w0)x + p2 (v1w1)x + · · ·

) ]
p=0

= 2v0v0x − (v0w0)x

จะได
v1(x, t) = N−1

[
u

s
N
[
∂2v0
∂x2

]]
+ N−1

[u
s
N [2v0v0x − (v0w0)x]

]

= N−1

[
u

s
N
[
∂2

∂x2
sinx

]]
+ N−1

[
u

s
N
[
2 sinx ∂

∂x
sinx− ∂

∂x
(sinx · sinx)

]]

= N−1
[u
s
N [− sinx]

]
+ N−1

[
u

s
N
[
2 sinx cosx− ∂

∂x
sin2 x

]]

= (− sinx)N−1
[u
s
N [1]

]
+ N−1

[u
s
N [2 sinx cosx− 2 sinx cosx]

]

= (− sinx)N−1

[
u

s
· 1
s

]
+ 0

= (− sinx)N−1
[ u
s2

]
= −t sinx

p1 : w1(x, t) = N−1

[
u

s
N
[
∂2w0

∂x2

]]
+ N−1

[u
s
N [B0]

]
หา B0
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B0 =
1

0!

[
2

∞∑
k=0

pkwk

(
∂

∂x

∞∑
k=0

pkwk

)
− ∂

∂x

( ∞∑
k=0

pkvk

∞∑
k=0

pkwk

)]
p=0

=

[[
2
(
p0w0 + p1w1 + p2w2 + · · ·

) (
p0w0x + p1w1x + p2w2x + · · ·

) ]

−
[
∂

∂x

[ (
p0v0 + p1v1 + p2v2 + · · ·

) (
p0w0 + p1w1 + p2w2 + · · ·

) ]] ]
p=0

=

[
2
(
w0w0x + p1w0w1x + p2w0w2x + p1w1w0x + p2w1w1x + p3w1w2x + · · ·

)

−
(
p0 (v0w0)x + p1 (v0w1)x + p2 (v0w2)x + p1 (v1w0)x + p2 (v1w1)x + · · ·

) ]
p=0

= 2w0w0x − (v0w0)x

จะได
w1(x, t) = N−1

[
u

s
N
[
∂2w0

∂x2

]]
+ N−1

[u
s
N [2w0w0x − (v0w0)x]

]

= N−1

[
u

s
N
[
∂2

∂x2
sinx

]]
+ N−1

[
u

s
N
[
2 sinx ∂

∂x
sinx− ∂

∂x
(sinx · sinx)

]]

= N−1
[u
s
N [− sinx]

]
+ N−1

[
u

s
N
[
2 sinx cosx− ∂

∂x
sin2 x

]]

= (− sinx)N−1
[u
s
N [1]

]
+ N−1

[u
s
N [2 sinx cosx− 2 sinx cosx]

]

= (− sinx)N−1

[
u

s
· 1
s

]
+ 0

= (− sinx)N−1
[ u
s2

]
= −t sinx

p2 : v2(x, t) = N−1

[
u

s
N
[
∂2v1
∂x2

]]
+ N−1

[u
s
N [A1]

]
หา A1
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]

A1 =
1

1!

∂

∂p

[
2

∞∑
k=0

pkvk

(
∂

∂x

∞∑
k=0

pkvk

)
− ∂

∂x

( ∞∑
k=0

pkvk

∞∑
k=0

pkwk

)]
p=0

=
∂

∂p

[
2
(
v0v0x + p1v0v1x + p2v0v2x + p1v1v0x + p2v1v1x + p3v1v2x + · · ·

)

−
(
p0 (v0w0)x + p1 (v0w1)x + p2 (v0w2)x + p1 (v1w0)x + p2 (v1w1)x + · · ·

) ]
p=0

=

[
2
(
v0v1x + 2pv0v2x + v1v0x + 2pv1v1x + 3p2v1v2x + · · ·

)

− ((v0w1)x + 2p (v0w2)x + (v1w0) + 2p (v1w1)x + · · · )

]
p=0

= 2 [v0v1x + v1v0x]− [(v0w1)x + (v1w0)x]

จะได
v2(x, t) = N−1

[
u

s
N
[
∂2v1
∂x2

]]
+ N−1

[u
s
N [2 [v0v1x + v1v0x]− [(v0w1)x + (v1w0)x]]

]

= N−1

[
u

s
N
[
∂2

∂x2
(−t sinx)

]]
+ N−1

[
u

s
N

[
2

[
sinx ∂

∂x
(−t sinx)− t sinx ∂

∂x
sinx

]

−
[
∂

∂x
(sinx) (−t sinx) + ∂

∂x
(−t sinx) (sinx)

]]]

= (sinx)N−1
[u
s
N [t]

]
+ N−1

[u
s
N [[−4t sinx cosx]− [−2t sinx cosx− 2t sinx cosx]]

]

= (sinx)N−1
[u
s
· u

s2

]
+ N−1

[u
s
N [−4t sinx cosx+ 4t sinx cosx]

]

= (sinx)N−1

[
u2

s3

]
+ 0

=
t2

2!
sinx

p2 : w2(x, t) = N−1

[
u

s
N
[
∂2w1

∂x2

]]
+ N−1

[u
s
N [B1]

]
หา B1
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B1 =
1

1!

∂

∂p

[
2

∞∑
k=0

pkwk

(
∂

∂x

∞∑
k=0

pkwk

)
− ∂

∂x

( ∞∑
k=0

pkvk

∞∑
k=0

pkwk

)]
p=0

=
∂

∂p

[
2
(
w0w0x + p1w0w1x + p2w0w2x + p1w1w0x + p2w1w1x + p3w1w2x + · · ·

)

−
(
p0 (v0w0)x + p1 (v0w1)x + p2 (v0w2)x + p1 (v1w0)x + p2 (v1w1)x + · · ·

) ]
p=0

=

[
2
(
w0w1x + 2pw0w2x + w1w0x + 2pw1w1x + 3p2w1w2x + · · ·

)

− ((v0w1)x + 2p (v0w2)x + (v1w0) + 2p (v1w1)x + · · · )

]
p=0

= 2 [w0w1x + w1w0x]− [(v0w1)x + (v1w0)x]

จะได
w2(x, t) = N−1

[
u

s
N
[
∂2w1

∂x2

]]
+ N−1

[u
s
N [2 [w0w1x + w1w0x]− [(v0w1)x + (v1w0)x]]

]

= N−1
[u
s
N [t sinx]

]
+ N−1

[
u

s
N

[
2 [sinx (−t cosx)− t sinx cosx]

−
[
∂

∂x

(
−t sin2 x

)
+

∂

∂x

(
−t sin2 x

)]]]

= (sinx)N−1
[u
s
N [t]

]
+ N−1

[u
s
N [[−4t sinx cosx]− [−2t sinx cosx− 2t sinx cosx]]

]

= (sinx)N−1
[u
s
· u

s2

]
+ N−1

[u
s
N [−4t sinx cosx+ 4t sinx cosx]

]

= (sinx)N−1

[
u2

s3

]
+ 0

=
t2

2!
sinx

p3 : v3(x, t) = N−1

[
u

s
N
[
∂2v2
∂x2

]]
+ N−1

[u
s
N [A2]

]
หา A2

A2 =
1

2!

∂2

∂p2

[
2

∞∑
k=0

pkvk

(
∂

∂x

∞∑
k=0

pkvk

)
− ∂

∂x

( ∞∑
k=0

pkvk

∞∑
k=0

pkwk

)]
p=0

=
1

2

∂2

∂p2

[
2
(
v0v0x + p1v0v1x + p2v0v2x + p1v1v0x + p2v1v1x + p2v2v0x + · · ·

)

−
(
p0 (v0w0)x + p1 (v0w1)x + p2 (v0w2)x + p1 (v1w0)x + p2 (v1w1)x + p2 (v2w0)x + · · ·

)]
p=0

= [v0v2x + v1v1x + v2v0x]−
1

2

[
(v0w2)x + (v1w1)x + (v2w0)x

]
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จะได
v3(x, t) = N−1

[
u

s
N
[
∂2v2
∂x2

]]
+ N−1

[
u

s
N
[[

v0v2x + v1v1x + v2v0x

]
− 1

2

[
(v0w2)x

+(v1w1)x + (v2w0)x

]]]

= N−1

[
u

s
N
[
∂2

∂x2

(
t2 sinx

2!

)]]
+ N−1

[
u

s
N

[[
sinx ∂

∂x

(
t2 sinx

2!

)

−t sinx ∂

∂x
(−t sinx) + t2 sinx

2!

∂

∂x
(sinx)

]
− 1

2

[
∂

∂x
(sinx)

(
t2 sinx

2!

)

+
∂

∂x
(−t sinx) (−t sinx) + ∂

∂x

(
t2 sinx

2!

)
(sinx)

]]]

= (− sinx)N−1

[
u

s
N
[
t2

2

]]
+ N−1

[
u

s
N

[
2t2 sinx cosx− 1

2

[
t2

2

∂

∂x

(
sin2 x

)

+t2
∂

∂x

(
sin2 x

)
+

t2

2

∂

∂x

(
sin2 x

)]]]

= (− sinx)N−1

[
u

s
· u

2

s

]
+ N−1

[
u

s
N
[
2t2 sinx cosx− 1

2

[
t2 sinx cosx

+2t2 sinx cosx+ t2 sinx cosx
]]]

= (− sinx)N−1

[
u3

s2

]
+ N−1

[u
s
N
[
2t2 sinx cosx− 2t2 sinx cosx]]

= − t3

3!
sinx

p3 : w3(x, t) = N−1

[
u

s
N
[
∂2w2

∂x2

]]
+ N−1

[u
s
N [B2]

]
หา B2
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B2 =
1

2!

∂2

∂p2

[
2

∞∑
k=0

pkwk
∂

∂x

[ ∞∑
k=0

pkwk

]
− ∂

∂x

[ ∞∑
k=0

pkvk

∞∑
k=0

pkwk

]]
p=0

=
1

2

∂2

∂p2

[
2
(
w0w0x + p1w0w1x + p2w0w2x + p1w1w0x + p2w1w1x + p2w2w0x + · · ·

)

−
(
p0 (v0w0)x + p1 (v0w1)x + p2 (v0w2)x + p1 (v1w0)x + p2 (v1w1)x + p2 (v2w0)x + · · ·

)]
p=0

= [w0w2x + w1w1x + w2w0x]−
1

2
[(v0w2)x + (v1w1)x + (v2w0)x]

จะได
w3(x, t) = N−1

[
u

s
N
[
∂2w2

∂x2

]]
+ N−1

[
u

s
N
[[

w0w2x + w1w1x + w2w0x

]
− 1

2

[
(v0w2)x

+(v1w1)x + (v2w0)x

]]]

= N−1

[
u

s
N
[
∂2

∂x2

(
t2 sinx

2!

)]]
+ N−1

[
u

s
N

[[
sinx ∂

∂x

(
t2 sinx

2!

)

−t sinx ∂

∂x
(−t sinx) + t2 sinx

2!

∂

∂x
(sinx)

]
− 1

2

[
∂

∂x
(sinx)

(
t2 sinx

2!

)

+
∂

∂x
(−t sinx) (−t sinx) + ∂

∂x

(
t2 sinx

2!

)
(sinx)

]]]

= (− sinx)N−1

[
u

s
N
[
t2

2

]]
+ N−1

[
u

s
N

[
2t2 sinx cosx− 1

2

[
t2

2

∂

∂x

(
sin2 x

)

+t2
∂

∂x

(
sin2 x

)
+

t2

2

∂

∂x

(
sin2 x

)]]]

w3(x, t) = (− sinx)N−1

[
u

s
· u

2

s

]
+ N−1

[
u

s
N

[
2t2 sinx cosx− 1

2

[
t2 sinx cosx

+2t2 sinx cosx+ t2 sinx cosx
]]]

= (− sinx)N−1

[
u3

s2

]
+ N−1

[u
s
N
[
2t2 sinx cosx− 2t2 sinx cosx]]

= − t3

3!
sinx
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ดังนั้น ผลเฉลยแบบประมาณคาของสมการนี้คือ
v(x, t) = v0 + v1 + v2 + · · ·

= sinx− t sinx+
t2

2!
sinx− t3

3!
sinx+ · · ·

= sinx (1− t+
t2

2!
− t3

3!
+ · · · )

และ
w(x, t) = w0 + w1 + w2 + · · ·

= sinx− t sinx+
t2

2!
sinx− t3

3!
sinx+ · · ·

= sinx (1− t+
t2

2!
− t3

3!
+ · · · )

จาก et =

∞∑
n=0

tn

n!
จะได e−t =

∞∑
n=0

(−t)n

n!
=

∞∑
n=0

(−1)n tn

n!

ดังนั้น จะไดผลเฉลยที่ดีที่สุดของสมการ (15) คือ

v(x, t) = e−t sinx

w(x, t) = e−t sinx
2

ตัวอยางที่ 2 แสดงการหาผลเฉลยของ
∂z

∂t
+

∂v

∂x

∂w

∂y
− ∂v

∂y

∂w

∂x
= z

∂v

∂t
+

∂w

∂x

∂z

∂y
− ∂z

∂x

∂w

∂y
= v

∂w

∂t
+

∂z

∂x

∂v

∂y
− ∂z

∂y

∂v

∂x
= w

(22)

โดยมีเงื่อนไขคาเริ่มตนคือ
z(x, y, 0) = ex−y

v(x, y, 0) = ex−y

w(x, y, 0) = ey−x

(23)
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วิธีทำ
ทำการแปลงธรรมชาติ จะได

N
[
∂z

∂t

]
+ N

[
∂v

∂x

∂w

∂y

]
− N

[
∂v

∂y

∂w

∂x

]
− N [z] = 0

N
[
∂v

∂t

]
+ N

[
∂w

∂x

∂z

∂y

]
− N

[
∂z

∂x

∂w

∂y

]
− N [v] = 0

N
[
∂w

∂t

]
+ N

[
∂z

∂x

∂v

∂y

]
− N

[
∂z

∂y

∂v

∂x

]
− N [w] = 0

จากคุณสมบัติของการแปลงธรรมชาติ จะได
s

u
Z(x, y, s, u)− z(x, y, 0)

u
+ N

[(
∂v

∂x

∂w

∂y

)
−
(
∂v

∂y

∂w

∂x

)]
− N [z] = 0

s

u
V (x, y, s, u)− v(x, y, 0)

u
+ N

[(
∂w

∂x

∂z

∂y

)
−
(
∂z

∂x

∂w

∂y

)]
− N [v] = 0

s

u
W (x, y, s, u)− w(x, y, 0)

u
+ N

[(
∂z

∂x

∂v

∂y

)
−
(
∂z

∂y

∂v

∂x

)]
− N [w] = 0

(24)

แทนเงื่อนไขเริ่มตนสมการ (23) ลงในสมการ (24)

s

u
Z(x, y, s, u)− ex−y

u
+ N

[(
∂v

∂x

∂w

∂y

)
−
(
∂v

∂y

∂w

∂x

)]
− N [z] = 0

s

u
V (x, y, s, u)− ex−y

u
+ N

[(
∂w

∂x

∂z

∂y

)
−
(
∂z

∂x

∂w

∂y

)]
− N [v] = 0

s

u
W (x, y, s, u)− ey−x

u
+ N

[(
∂z

∂x

∂v

∂y

)
−
(
∂z

∂y

∂v

∂x

)]
− N [w] = 0

จัดรูปสมการ จะได

Z(x, y, s, u) =
1

s
ex−y − u

s
N
[(

∂v

∂x

∂w

∂y

)
−
(
∂v

∂y

∂w

∂x

)]
+

u

s
N [z]

V (x, y, s, u) =
1

s
ex−y − u

s
N
[(

∂w

∂x

∂z

∂y

)
−
(
∂z

∂x

∂w

∂y

)]
+

u

s
N [v]

W (x, y, s, u) =
1

s
ey−x − u

s
N
[(

∂z

∂x

∂v

∂y

)
−
(
∂z

∂y

∂v

∂x

)]
+

u

s
N [w]

(25)

ทำการแปลงธรรมชาติผกผันสมการ (25) จะได
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z(x, y, t) = ex−y − N−1

[
u

s
N
[(

∂v

∂x

∂w

∂y

)
−
(
∂v

∂y

∂w

∂x

)]]
+ N−1

[u
s
N [z]

]

v(x, y, t) = ex−y − N−1

[
u

s
N
[(

∂w

∂x

∂z

∂y

)
−
(
∂z

∂x

∂w

∂y

)]]
+ N−1

[u
s
N [v]

]

w(x, y, t) = ey−x − N−1

[
u

s
N
[(

∂z

∂x

∂v

∂y

)
−
(
∂z

∂y

∂v

∂x

)]]
+ N−1

[u
s
N [w]

]
แทน

z(x, y, t) =

∞∑
n=0

pnzn(x, y, t)

v(x, y, t) =

∞∑
n=0

pnvn(x, y, t)

w(x, y, t) =

∞∑
n=0

pnwn(x, y, t)

(26)

และพจนที่ไมเชิงเสน

F1(z, v, w) =

∞∑
n=0

pnAn(z, v, w)

F2(z, v, w) =

∞∑
n=0

pnBn(z, v, w)

F3(z, v, w) =

∞∑
n=0

pnCn(z, v, w)

(27)

โดยที่ An(z, v, w), Bn(z, v, w) และ Cn(z, v, w) แทนพหุนามฮี กำหนดโดย

An(z0, z1, ..., zn, v0, v1, ..., vn, w0, w1, ...wn) =
1

n!

∂n

∂pn

[
F1(v, w)

]
p=0

, n = 0, 1, 2, · · ·

Bn(z0, z1, ..., zn, v0, v1, ..., vn, w0, w1, ...wn) =
1

n!

∂n

∂pn

[
F2(v, w)

]
p=0

, n = 0, 1, 2, · · ·

Cn(z0, v1, ..., zn, v0, z1, ..., vn, w0, w1, ...wn) =
1

n!

∂n

∂pn

[
F3(v, w)

]
p=0

, n = 0, 1, 2, · · ·

โดยวิธีโฮโมโทปเพอรเทอรเบชัน จะได
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∞∑
n=0

pnzn = ex−y + p

[
−N−1

[
u

s
N

[ ∞∑
n=0

pnAn

]]
N−1

[
u

s
N

[ ∞∑
n=0

pnzn

]]]

∞∑
n=0

pnvn = ex−y + p

[
−N−1

[
u

s
N

[ ∞∑
n=0

pnBn

]]
N−1

[
u

s
N

[ ∞∑
n=0

pnvn

]]]

∞∑
n=0

pnwn = ey−x + p

[
−N−1

[
u

s
N

[ ∞∑
n=0

pnCn

]]
N−1

[
u

s
N

[ ∞∑
n=0

pnwn

]]]

เปรียบเทียบสัมประสิทธิ์ของพจนที่มีกำลังของ p เทากัน จะได
p0 : z0(x, y, t) = ex−y

: v0(x, y, t) = ex−y

: w0(x, y, t) = ey−x

จากกระบวนการเดียวกันกับการหาพหุนามฮี ดังตัวอยาง 4.1 จะไดวา
A0 = v0xw0y − v0yw0x

B0 = w0xz0y − z0xw0y

C0 = z0xv0y − z0yv0x

A1 = (v0xw1y + v1xw0y)− (v0yw1x + v1yw0x)

B1 = (w0xz1y + w1xz0y)− (z0xw1y + z1xw0y)

C1 = (z0xv1y + z1xv0y)− (z0yv1x + z1yv0x)

A2 = (v0xw2y + v1xw1y + v2xw0y)− (v0yw2x + v1yw1x + v2yw0x)

B2 = (w0xz2y + w1xz1y + w2xz0y)− (z0xw2y + z1xw1y + z2xw0y)

C2 = (z0xv2y + z1xv1y + z2xv0y)− (z0yv2x + z1yv1x + z2yv0x)

...
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ดังนั้น
p1 : z1(x, y, t) = ex−yt p2 : z2(x, y, t) = ex−y t

2

2!

: v1(x, y, t) = ex−yt : v2(x, y, t) = ex−y t
2

2!

: w1(x, y, t) = ey−xt : w2(x, y, t) = ey−x t
2

2!

p3 : z3(x, y, t) = ex−y t
3

3!

: v3(x, y, t) = ex−y t
3

3!

: w3(x, y, t) = ey−x t
3

3!

...

ผลเฉลยของสมการนี้คือ

z(x, y, t) = z0 + z1 + z2 + · · ·

= ex−y + ex−yt+ ex−y t
2

2!
+ ex−y t

3

3!
+ · · ·

= ex−y(1 + t+
t2

2!
+

t3

3!
+ · · · ) = ex−y+t

v(x, y, t) = v0 + v1 + v2 + · · ·

= ex−y + ex−yt+ ex−y t
2

2!
+ ex−y t

3

3!
+ · · ·

= ex−y(1 + t+
t2

2!
+

t3

3!
+ · · · ) = ex−y+t

w(x, y, t) = w0 + w1 + w2 + · · ·

= ey−x + ey−xt+ ey−x t
2

2!
+ ey−x t

3

3!
+ · · ·

= ey−x(1 + t+
t2

2!
+

t3

3!
+ · · · ) = ey−x+t

2

4 สรุปและอภิปรายผลการวิจัย
งานวิจัยนี้ไดพัฒนาวิธีการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสน โดยนำวิธีการแปลงธรรมชาติ

และวิธีโฮโมโทปเพอรเทอรเบชันมาใชรวมกัน เพื่อนำไปหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสน ซึ่งผลเฉลย
ที่ไดจะเปนผลเฉลยแบบประมาณคา และยิ่งไปกวานั้นจากตัวอยางที่ไดแสดงในงานวิจัยนี้ พบวาผลเฉลยที่ไดนั้นลูเขาสู ผลเฉลย
แมนตรง จากผลการคำนวณที่ไดจากตัวอยางที่ 1 ซึ่งเปนระบบสมการเชิงอนุพันธยอย 2 ตัวแปร จะมีขั้นตอนการหาผลเฉลยที่
ซับซอนและยุงยากนอยกวาตัวอยางที่ 2 ซึ่งเปนระบบสมการเชิงอนุพันธยอย 3 ตัวแปร อยางไรก็ตามเมื่อเปรียบเทียบขั้นตอน
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วิธีที่ไดจากงานวิจัยนี้ กับงานวิจัยของ Ahmad และ Noor ในป 2014 พบวาขั้นตอนวิธีที่ไดพัฒนาขึ้นนี้มีความยุงยากในการ
คำนวณนอยกวา

5 ขอเสนอแนะ
วิธีการที่ไดจากงานวิจัยนี้สามารถนำพัฒนาตอยอดในการนำไปใช หาผลเฉลยของสมการอนุพันธเชิงเศษสวน ซึ่งเปนสมการที่
สำคัญอยางยิ่งทั้งทางดานวิทยาศาสตรและวิศวกรรมศาสตร

6 ผลผลิต (Output)
6.1 ผลงานตีพิมพ
ผลงานวิจัยไดถูกตีพิมพในวรสารวิชาการระดับนานาชาติ ในฐานขอมูล SCOPUS SJR Q3 แลว ดังนี้

1. Poltem, D., & Sak-aree-amorn, S. (2017) Natural homotopy perturbation method for system of nonlinear
partial differential equations, Far East Journal of mathematical Science, 102(3), 631-644.

6.2 การผลิตบัณฑิต
1. นางสาวสิรัญญา ถนอมพลกรัง

นิสิตระดับปริญญาโท ภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยบูรพา ซึ่งขณะนี้กำลังอยูระหวางการทำวิทยา-
นิพนธ และคาดวาจะสำเร็จการศึกษาในปการศึกษา ๒๕๖๑
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Abstract 

In this article, we combined natural transform method with the 
homotopy perturbation method to solve some systems of partial 
differential equations, viz. the systems of coupled Burgers’ equations 
in one- and two-dimensions. The nonlinear terms can be expressed in 
He’s polynomial. The proposed method finds the solution without 
discretization and avoids round-off errors. The nonlinear problem can 
be easily solved without using Adomian’s polynomials which is the 
advantage of this method over the decomposition method. 
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1. Introduction 

Adomian decomposition method (ADM) [1, 2] is a powerful 
decomposition methodology for the practical solution of linear or nonlinear 
ordinary differential equations, partial differential equations, integral 
equations, etc. However, the main difficulty of the method is to calculate 
Adomian’s polynomials, the procedure is very complex. He [3, 4] proposed 
homotopy perturbation method for solving differential equations, linear and 
nonlinear. The method has been shown to solve effectively and easily of 
nonlinear problems, generally a few iterations lead to high accurate solutions. 
In 2009, Ghorbani [5] showed that the homotopy perturbation method (HPM) 
and He’s polynomials can completely replace the Adomian’s method              
and Adomian’s polynomials. There are many integral transform methods             
[6, 7-12], existing in the literature to solve ordinary differential equations 
such as the Laplace transformation [13], the Sumudu transform [14] and             
the Elzaki transform [7-12]. In [15], a combination of Laplace transform 
method and homotopy perturbation method (LT-HPM) was reported in order 
to solve approximately nonlinear ordinary and partial differential equations. 
This method is capable to find analytical approximate solutions without any 
simplifications like linearization, perturbation parameters, among others. The 
importance of research on LT-HPM is that many phenomena of nonlinear 
nature such as convection-diffusion equation [16], nonlinear shock wave 
equation [17] and Klein-Gordon equation are covered. Furthermore, 
fractional model has also been studied with the help of homotopy 
perturbation method [18]. Kumar et al. [19] investigated local fractional 
Zakharov-Kuznetsov equation by using a technique based on LT-HPM. 
Kumar et al. [20] also applied a numerical scheme, namely, homotopy 
analysis Sumudu transform algorithm to obtain the analytical and        
numerical solutions of a nonlinear differential difference problem in 
nanohemodynamics, heat conduction in nanoscale, and electronic current 
flow in carbon nanotube. 

Following the previous review, this work proposes a new integral 
transform method called the natural transform method [21, 22], and applies            
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it to find exact solutions to nonlinear partial differential equations. The aim 
of this paper is to develop a new technique to solve the system of partial 
differential equations by the natural homotopy perturbation method and He’s 
polynomial. The natural homotopy perturbation method (N-HPM) provides 
solution as a rapidly convergent series. 

2. Natural Transform 

In this section, we present some basic idea about the natural transform 
method. The natural transform of the function ( )tf  for ( )∞∞−∈ ,t  is 

defined by [21, 22]: 

( )[ ] ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
− ∞∞−∈== ,,,,, usdtutfeusRtf stN  (1) 

where ( )[ ]tfN  is called the natural transform of time function. Variables          

s and u are the natural transform variables. 

Equation (1) can be written as 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ],tftftf +− += NNN  (2) 

where 

( )[ ] ( ) ( ) ( )∫ ∞−
−−− ∞−∈==

0
0,,;, usdtutfeusRtf stN  (3) 

and 

( )[ ] ( ) ( ) ( )∫
∞ −++ ∞∈==
0

.,0,,, usdtutfeusRtf stN  (4) 

If the real functions ( ) 0>tf  and ( ) 0=tf  for 0<t  are piecewise 

continuous, exponential order, then we define the natural transform on the set 

{ ( ) ( ) ( ) [ )}∞×−∈<>ττ∃|=
τ ,01if,,0,, 21

jt tMetfMtfA j  

as 

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ) ( )∫
∞ −++ ∞∈===
0

,,0,,, usdtutfeusRtftHtf stNN  
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where ( )⋅H  is the Heaviside function. Now we give some important 

properties of the natural transform. 

Table 1. Some important properties of natural transform 

( )tf  ( )[ ]tfN  

1 
s
1  

t 2s
u  

ate  aus −
1  

( )tsin  22 us
u
+

 

( )ty  ( )usY ,  

( )aty  ( )usYa ,1  

( )ty′  ( ) ( )
u

yusYu
s 0, −  

( )ty ′′  ( ) ( ) ( )
u

yy
u
susY

u
s 00, 22

2 ′
−−  

3. Natural Homotopy Perturbation Transform Method 

Consider the system of partial differential equations: 

( ) ( ) ( ) ( ),,,,, 11 txhwvFtxvLtxvL xxt =++  

( ) ( ) ( ) ( )txhwvFtxwLtxwL xxt ,,,, 22 =++  (5) 

subject to the initial conditions 

( ) ( ),0, 1 xgxv =  

( ) ( ),0, 2 xgxw =  (6) 

where tL  is the first order linear differential operator ,tLt ∂
∂=  xxL  is the 
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second order linear differential operator ( )wvF
x

Lxx ,, 12

2

∂
∂=  and ( )wvF ,2  

represent the general nonlinear differential operators and ( )txh ,1  and 

( )txh ,2  are the source terms. 

Using the differentiation property of the natural transform, we have 

( ) ( ) [ ] ( )[ ] ( )[ ],,,0,,, 11 txhwvFvLu
xvusxVu

s
xx NNN =++−  

( ) ( ) [ ] ( )[ ] ( )[ ].,,0,,, 22 txhwvFwLu
xwusxWu

s
xx NNN =++−  (7) 

Substituting (6) into (7), we have 

( ) ( ) [ ] ( )[ ] ( )[ ],,,,, 11
1 txhwvFvLu

xgusxVu
s

xx NNN =++−  

( ) ( ) [ ] ( )[ ] ( )[ ].,,,, 22
2 txhwvFwLu

xgusxWu
s

xx NNN =++−  

We have 

( ) ( ) ( )[ ] [ ] ( )[ ],,,,, 11
1 wvFs

uvLs
utxhs

u
s
xgusxV xx NNN −−+=  

( ) ( ) ( )[ ] [ ] ( )[ ].,,,, 22
2 wvFs

uwLs
utxhs

u
s

xgusxW xx NNN −−+=  (8) 

Operating with the natural inverse on both the sides of (8) gives 

( ) ( ) ( )[ ] ,,,, 1
1

1 



 +−= − wvFvLs
utxHtxv xxNN  

( ) ( ) ( )[ ] ,,,, 2
1

2 



 +−= − wvFwLs
utxHtxw xxNN  (9) 

where ( )txH ,1  and ( )txH ,2  represent the terms arising from the source 

term and the prescribed initial conditions. Now, we apply the homotopy 
perturbation method. 
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Let the solution of (5) be in the form 

( ) ( )∑
∞

=

=
0

,,,
n

n
n txvptxv  

( ) ( )∑
∞

=

=
0

,,,
n

n
n txwptxw  (10) 

and the nonlinear terms can be decomposed as 

( ) ( )∑
∞

=

=
0

1 ,,,
n

n
n wvApwvF  

( ) ( )∑
∞

=

=
0

2 ,,,
n

n
n wvBpwvF  (11) 

where ( )wvAn ,  and ( )wvBn ,  denote He’s polynomials defined by 

( ) ( )[ ] ,...,2,1,0,,!
1...,,,,...,,, 011010 =
∂
∂= = nwvF
pnwwwvvvA pn

n
nnn  

( ) ( )[ ] ....,2,1,0,,!
1...,,,,...,,, 021010 =
∂
∂= = nwvF
pnwwwvvvB pn

n
nnn  

We have 

( ) ( )∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=

−




































+−=

0 0 0

1
1 ,,,

n n n
n

n
n

n
xxn

n ApvpLs
uptxHtxvp NN  

( ) ( ) .,,
0 0 0

1
2∑ ∑ ∑

∞

=

∞

=

∞

=

−




































+−=

n n n
n

n
n

n
xxn

n BpwpLs
uptxHtxwp NN  (12) 

Then, by comparing both the sides of (12), we have 

( ) ( ),,,: 10
0 txHtxvp =  

( ) ( ),,,: 20 txHtxw =  
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( ) [ ] ,,: 00
1

1
1





 +−= − AvLs
utxvp xxNN  

( ) [ ] ,,: 00
1

1 



 +−= − BwLs
utxw xxNN  

( ) [ ] ,,: 11
1

2
2





 +−= − AvLs
utxvp xxNN  

( ) [ ] ,,: 11
1

2 



 +−= − BwLs
utxw xxNN  

 

We obtain the recurrence relations: 

( ) [ ] ,...,2,1,0,, 1
1 =



 +−= −

+ nAvLs
utxv nnxxn NN  

( ) [ ] ....,2,1,0,, 1
1 =



 +−= −

+ nBwLs
utxw nnxxn NN  (13) 

The best approximation solution of (5) is 

( ) ,lim,
0

210
1∑

∞

=→
+++==

n
n

n
p

vvvvptxv  

( ) .lim,
0

210
1∑

∞

=
→

+++==
n

n
n

p
wwwwptxw  (14) 

4. Example Illustrations 

Example 1. Consider the system of nonlinear partial differential 
equations of the form 

( ) ,022

2
=

∂
∂+

∂
∂−

∂
∂−

∂
∂

x
vw

x
vv

x
v

t
v  

( ) 022

2
=

∂
∂+

∂
∂−

∂
∂−

∂
∂

x
vw

x
ww

x
w

t
w  (15) 
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subject to the initial conditions 

( ) ,sin0, xxv =  

( ) .sin0, xxw =  (16) 

By taking the natural transform to both the sides of (15), we obtain 

( ) ( ) ( ) ,020,,, 2

2
=





∂
∂−

∂
∂−









∂
∂−− x

vw
x
vv

x
v

u
xvusxVu

s NN  

( ) ( ) ( ) .020,,, 2

2
=





∂
∂−

∂
∂−









∂
∂−− x

vw
x
ww

x
w

u
xwusxWu

s NN  (17) 

By substituting (16) into (17), we obtain 

( ) ( ) ,2sin,, 2

2







∂
∂−

∂
∂+









∂
∂+= x

vw
x
vvs

u
x

v
s
u

s
xusxV NN  

( ) ( ) .2sin,, 2

2







∂
∂−

∂
∂+









∂
∂+= w

vw
x
wws

u
x
w

s
u

s
xusxW NN  (18) 

Taking inverse natural transform of (18), we have 

( ) ( ) ,2sin, 1
2

2
1













∂
∂−

∂
∂+

















∂
∂+= −−

x
vw

x
vvs

u
x

v
s
uxtxv NNNN  

( ) ( ) .2sin, 1
2

2
1













∂
∂−

∂
∂+

















∂
∂+= −−

x
vw

x
wws

u
x
w

s
uxtxw NNNN  

We now consider infinite series solutions of ( )txv ,  and ( ):, txw  

( ) ( )∑
∞

=
=

0
,,,

n
n

n txvptxv  

( ) ( )∑
∞

=

=
0

.,,
n

n
n txwptxw  (19) 
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For nonlinear terms, we let 

( ) ( ) ( )∑
∞

=

==
∂

∂−
∂
∂

0
1 ,,,2

n
n

n wvApwvFx
vw

x
vv  

( ) ( ) ( )∑
∞

=

==
∂

∂−
∂
∂

0
2 ,,,2

n
n

n wvBpwvFx
vw

x
ww  (20) 

where ( )wvAn ,  and ( )wvBn ,  are He’s polynomials of nonlinear terms 

( ) ( )[ ] ,...,2,1,0,,!
1...,,,,...,,, 011010 =
∂
∂= = nwvF
pnwwwvvvA pn

n
nnn  

( ) ( )[ ] ....,2,1,0,,!
1...,,,,...,,, 021010 =
∂
∂= = nwvF
pnwwwvvvB pn

n
nnn  

By homotopy perturbation method, we have 

( )






























∂
∂+= ∑∑

∞

=

−
∞

= 0
2

2
1

0
sin,

n
n

n

n
n

n vp
xs

upxtxvp NN  

,
0

1






























+ ∑

∞

=

−

n
n

n Aps
u NN  (21) 

( )






























∂
∂+= ∑∑

∞

=

−
∞

= 0
2

2
1

0
sin,

n
n

n

n
n

n wp
xs

upxtxwp NN  

.
0

1






























+ ∑

∞

=

−

n
n

nBps
u NN  (22) 

Then, by comparing both the sides of (22), we have the general recursive 
relation as follows: 

( ) ,sin,: 0
0 xtxvp =  

( ) ,sin,: 0 xtxw =  
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( ) [ ] ,,: 0
1

2
0

2
1

1
1





+

















∂

∂
= −− As

u
x
v

s
utxvp NNNN  

( ) [ ] ,,: 0
1

2
0

2
1

1 



+

















∂

∂
= −− Bs

u
x
w

s
utxw NNNN  

( ) [ ] ,,: 1
1

2
1

2
1

2
2





+

















∂

∂= −− As
u

x
v

s
utxvp NNNN  

( ) [ ] .,: 1
1

2
1

2
1

2 



+

















∂

∂
= −− Bs

u
x
w

s
utxw NNNN  

Therefore, the recursive relations are given by 

( ) [ ] ,0,, 1
2

1
2

1
1 ≥



+

















∂

∂
= −−−

+ nAs
u

x
v

s
utxv n

n
n NNNN  

( ) [ ] .0,, 1
2

1
2

1
1 ≥



+

















∂

∂
= −−−

+ nBs
u

x
w

s
utxw n

n
n NNNN  

In order to compute ( )txvn ,1+  and ( ),,1 txwn+  we have to find 

,,, 100 ABA nn BAB ,...,,1  as follows: 

( ) ,2 00000 xx wvvvA −=  

( ) ,2 00000 xx wvwwB −=  

[ ] [( ) ( ) ],2 011001001 xxxx wvwvvvvvA +−+=  

[ ] [( ) ( ) ],2 011001101 xxxx wvwvwwwwB +−+=  

 

We have 

( ) [ ( ) ] ,sin2, 0000
1

2
0

2
1

1 xtwvvvs
u

x
v

s
utxv xx −=



 −+

















∂

∂
= −− NNNN  
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( ) [ ( ) ] ,sin2, 0000
1

2
0

2
1

1 xtwvwws
u

x
w

s
utxw xx −=



 −+

















∂

∂
= −− NNNN  

( ) 
















∂

∂
= −

2
1

2
1

2 ,
x
v

s
utxv NN  

[ [ ] [( ) ( ) ]] ,sin!22
2

01100110
1 xtwvwvvvvvs

u
xxxx =



 +−++ − NN  

( ) 
















∂

∂
= −

2
1

2
1

2 ,
x
w

s
utxw NN  

[ [ ] [( ) ( ) ]] .sin!22
2

01100110
1 xtwvwvwwwws

u
xxxx =



 +−++ − NN  

In the same manner, we obtain 

( ) ,sin!3,
3

3 xttxv −=  

( ) ,sin!3,
3

3 xttxw −=  

 

Therefore, the best approximation solution is 

( ) 







+−+−=+++= !3!21sin,

32
210

tttxvvvtxv  

and 

( ) .!3!21sin,
32

210 







+−+−=+++= tttxwwwtxw  

Therefore, we obtain the exact solution of (15) as 

( ) ,sin, xetxv t−=  

( ) .sin, xetxw t−=  
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5. Conclusion 

In this paper, the natural homotopy perturbation method is simple for 
solving the system of partial differential equation. We successfully found 
exact solutions of examples considered. It has been observed that the 
suggested method is very efficient for solving nonlinear problem without 
using Adomian’s polynomial. Our goal in the future is to apply this method 
to fractional differential equations. 
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