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 and w -functions to determine new bounds, non-

uniform bounds, for approximating the distribution and cumulative distribution function of non-

negative integer-valued random variable by the distribution and cumulative distribution function 

of geometric random variable. For applications, this study uses the obtained results to 

approximate hypergeometric, Pólya and negative Pólya distributions. By comparing the new 

bounds of this study and the old bounds in Teerapabolarn (2011), it is found that the new bounds 

are better than the old bounds, that is, the new bounds can be measured the accuracy of the 

approximation to be better than the old bounds both theoretical and applications. In addition,  

measuring the accuracy of the approximation of the cumulative distribution function of non-

negative integer-valued random variable by the cumulative distribution function of geometric 

random variable, the new bounds have no the restriction of  the value of q  that are in 1
2

(0, ]  or 

2
3

(0, ] . 
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บทที ่1 
บทน ำ 

 
ควำมเป็นมำและควำมส ำคญัของปัญหำ 
 การแจกแจงเรขาคณิต (Geomatric distribution) เป็นการแจกแจงวยิตุ (Discrete 
distribution) แบบหน่ึงท่ีเป็นการแจกแจงกรณีพิเศษของการแจกแจงทวนิามนิเสธ (Negative 
binomial distribution) ท่ีมีพารามิเตอร์  r r  และ   0,1p p  เม่ือ 1r   จะเรียกการแจกแจง
ทวนิามนิเสธน้ีวา่การแจกแจงเรขาคณิตท่ีมีพารามิเตอร์ p  ซ่ึงอาจหมายถึง การแจกแจงของจ านวน
ความลม้เหลว (Failure) ก่อนเกิดความส าเร็จ (Success) คร้ังแรกในล าดบัการทดลองยอ่ยแบร์นูลลีท่ี
เป็นอิสระต่อกนั (Independent Bernoulli trials) โดยความส าเร็จและความลม้เหลวท่ีเกิดข้ึนในแต่ละ
การทดลองยอ่ยมีค่าความน่าจะเป็นเท่ากบั p  และ 1q p   ตามล าดบั 
 การแจกแจงเรขาคณิตสามารถน าไปประยกุตใ์ชใ้นหลายดา้น เช่น อุตสาหกรรมส าหรับ
การตรวจสอบสินคา้ของการผลิต ดา้นระบบสินคา้คงคลงั และดา้นการพยากรณ์ส าหรับตวัแบบทาง
อุตุนิยมวทิยา (Meteorological model) เป็นตน้ 
 ให ้G  แทนตวัแปรสุ่มเรขาคณิตท่ีมีพารามิเตอร์   0,1p p  ซ่ึงมีฟังกช์นัมวล 
ความน่าจะเป็นดงัน้ี 
 

   , 0x
Gp x pq x      (1.1) 

 

โดยท่ีค่าคาดหมายและความแปรปรวนของตวัแปรสุ่ม G  คือ  
q

E G
p

  และ  
2

q
Var G

p
  

ตามล าดบั 
 เป็นท่ีทราบกนัโดยทัว่ไปวา่การแจกแจงของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบ
สามารถประมาณไดด้ว้ยการแจกแจงวยิตุบางการแจกแจงไดแ้ก่ การแจงแจงปัวซง (Poisson 
distribution) การแจกแจงทวินาม (Binomial distribution) และการแจกแจงทวินามนิเสธ เม่ือมีการ
ก าหนดพารามิเตอร์ของการแจกแจงใหมี้ความสอดคลอ้งกนั ภายใตเ้ง่ือนไขท่ีเหมาะสมของการแจก
แจงท่ีน ามาใชป้ระมาณ ดว้ยเหตุผลดงักล่าวจึงสามารถประมาณการแจกแจงของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่า
จ  านวนเตม็ไม่เป็นลบบางการแจกแจงไดด้ว้ยการแจกแจงเรขาคณิต ถา้หากการแจกของตวัแปรสุ่มท่ี
มีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบเขา้ใกลก้ารแจกแจงเรขาคณิตมากกวา่การแจงแจกอ่ืน ๆ (ภายใตก้าร
ก าหนดเง่ือนไขท่ีมีความสอดคลอ้งกนั) งานวิจยัเร่ืองแรกของการศึกษาการประมาณการแจกแจง
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ของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบดว้ยการแจกแจงเรขาคณิต คือ งานวจิยัของ Barbour and 
Grübel (1995) ในช่วงเวลาต่อมายงัมีงานวจิยัอีกหลายเร่ืองท่ีเก่ียวขอ้งกบัการประมาณการแจกแจง
ของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบดว้ยการแจกแจงเรขาคณิต แต่งานวจิยัเหล่านั้นไม่มีเร่ือง
ใดท่ีสามารถน ามาประยกุตใ์ชก้บัตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบหน่ึงตวัแปร ในเวลาต่อมา 
Teerapabolarn (2011) ไดน้ าเสนอการประมาณเรขาคณิตส าหรับตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็น
ลบหน่ึงตวัแปรดงัน้ี 
 ให ้ X  แทนตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบท่ีมีฟังกช์นัมวลความน่าจะเป็น 

  0Xp x   ส าหรับทุก  X S X  เม่ือ  S X  คือ เซตของค่าตวัแปรสุ่ม X  ท่ีมีค่าคาดหมาย 
 E X   และความแปรปรวน  2 Var X   ในการประมาณการแจกแจงของตวัแปรสุ่ม X  

ดว้ยการแจกแจงเรขาคณิต  ซ่ึง Teerapabolarn (2011) ไดใ้ชว้ธีิของสไตน์ (Stein’s method) และ
ฟังกช์นั w  หาขอบเขตเอกรูป (Uniform bound) และขอบเขตไม่เอกรูป (Non-uniform bound) ของ
การประมาณ ในกรณีของขอบเขตเอกรูปมีสองรูปแบบ  รูปแบบแรก คือ 
 

 
   

     

   

 

2

0 \ 0

1
sup

1 0

X

A k S X

X

k q p w k p k
P X A P G A

k

q
p q

p





  

 
   

    


       (1.2) 

 

และถา้ q

p
  จะไดว้า่ 

 

 
   

     

   

2

0 \ 0

1
sup

X

A k S X

k q p w k p k
P X A P G A

k



  

 
             (1.3) 

 

โดยท่ี 
 

       
0 0

1
sup

2
X G

A x

P X A P G A p x p x


  

      คือ ระยะทางของความแตกต่าง

รวม (Total variation distance) ระหวา่งการแจกแจงของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบ 

  P X A  และการแจกแจงเรขาคณิต   P G A  และ  

   

 
0

x

X
k

X

k p k

w x
p x










 คือ ฟังกช์นั 

w  ท่ีสัมพนัธ์กบัตวัแปรสุ่ม X  
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รูปแบบท่ีสองเม่ือ  00, ,A x  และ  0 0x    คือ 
 

   
 

 
 

 

   0

2

0 0
0 \ 0

sup
1

X
X

x k S X k S X

p w k p kq
x x q p k

k p k




  

    


   (1.4) 

  

และถา้ q

p
  จะไดว้า่ 

 

   
 

 
 

0

2

0 0
0

sup
1

X
x k S X

p w k
x x q p k

k



 

  


     (1.5) 

 
โดยท่ี    

0

0 0
0

sup
x

x x


  คือ ระยะทางของคอลโมโกรอฟ (Kolmogorov distance) ระหวา่ง

ฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเต็มไม่เป็นลบ    
0

0

0

x

X

k

x p k


  และ

ฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มเรขาคณิต  
0

0

0

x
k

k

x pq


  

 ในกรณีของขอบเขตไม่เอกรูปมีรูปแบบเดียว คือ 
 กรณีท่ี 0 0x   
 

   
 

    
 

 
 

   

2

\ 0

\ 0

0 0
1

0

X
k S X

X
X

k S X

p w kq
p k

k k k

p k
q p p

k









  


 
 

   
  





  (1.6) 

 

และถา้ q

p
  จะไดว้า่ 

 

   
 

    
 

2

\ 0

0 0
1

X
k S X

p w kq
p k

k k k





  


    (1.7) 
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 กรณีท่ี 0x   และ 0 1 / 2q   
 

 2
0 0

0 ( )

1
( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) 1 (0)

1
X X

k S X

q
x x k q p w k p k p

x p
 



 
 

       
   

  (1.8) 

 

และถา้ 0 2 / 3q   และ q

p
  จะไดว้า่ 

 
2

0 0
0 ( )

1
( ) ( ) ( 1) ( ) ( )

1
X

k S X

x x k q p w k p k
x





   


    (1.9) 

 
และ Teerapabolarn (2013) ไดป้รับปรุงขอบเขตไม่เอกรูปในอสมการ (1.9) และสามารถใชไ้ดก้บั
ทุกค่าของ q   เม่ือ 0 1q   ดงัน้ี 
 

2
0 0 0

0 ( )

1
( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )

1
X

k S X

x x k q p w k p k x
x





    


  (1.10) 

 
โดยท่ี 
 

0 1

0
0 0

1 1
( ) max ,

( 1) 2

x
q

x p
x p x

  
   

  
 

 
 พิจารณาขอบเขตทางดา้นขวามือในอสมการ (1.2) และ (1.3) จะสังเกตไดว้า่ขอบเขตทั้ง
สองขอบเขตเป็นขอบเขตเอกรูปท่ีไม่เปล่ียนแปลงไปตามเซต A  ท  าใหก้ารประมาณขา้งตน้ไม่
สอดคลอ้งกบัการเปล่ียนแปลงของเซต A  ถา้หากวา่ขอบเขตทางดา้นขวามือในอสมการ (1.2) และ 
(1.3) สามารถเปล่ียนแปลงไปตามเซต A  ในลกัษณะท่ีท าใหก้ารประมาณการแจกแจงมีความ
แม่นย  ามากข้ึน หรือเหมาะสมมากข้ึน ซ่ึงน่าจะเป็นผลดีต่อการน าขอบเขตไปประยกุตใ์ชไ้ดดี้กวา่ 
นอกจากน้ีจะเห็นไดว้า่ขอบเขตทางดา้นขวามือในอสมการ (1.8) และ (1.9) สามารถประยกุตใ์ชไ้ด้
ภาใตข้อ้จ ากกัของค่า q  คือ 0 1 / 2q   หรือ 0 2 / 3q   เท่านั้น ดงันั้นในการศึกษาคร้ังน้ีจึง
ตอ้งการหาขอบเขตไม่เอกรูปส าหรับผลลพัธ์ในอสมการ (1.2) และ (1.3) และตอ้งการปรับปรุง
ขอบเขตไม่เอกรูปในอสมการ (1.8) ถึง (1.10) ใหดี้ข้ึนกวา่เดิม โดยสามารถประยกุตใ์ชไ้ดก้บัทุก
ช่วงของค่า q   0 1q   
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วตัถุประสงค์ของงำนวจิยั 
 1. เพื่อหาขอบเขตไม่เอกรูปส าหรับระยะทางของความแตกต่างรวมระหวา่งการแจกแจง
ของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบและการแจกแจงเรขาคณิต 
 2. เพื่อปรับปรุงขอบเขตไม่เอกรูปส าหรับระยะทางของคอลโมโกรอฟระหวา่งฟังกช์นั
การแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบและฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของ 
ตวัแปรสุ่มเรขาคณิต 
 3. เพื่อเปรียบเทียบขอบเขตไม่เอกรูปแบบใหม่และแบบเดิม 
 

ประโยชน์ทีค่ำดว่ำจะได้รับจำกงำนวจิัย 
 ไดข้อบเขตไม่เอกรูปใหม่เพื่อใชต้รวจสอบความถูกตอ้งในการประมาณการแจกแจงของ
ตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบดว้ยการแจกแจงเรขาคณิตไดแ้ม่นย  ามากข้ึน 
 

ขอบเขตของกำรวจิัย 
 การศึกษาคร้ังน้ีสนใจเฉพาะการหาขอบเขตไม่เอกรูปบนการประมาณการแจกแจงของ
ตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบดว้ยการแจกแจงเรขาคณิตท่ีอยูใ่นรูปของระยะทางของความ
แตกต่างรวม และระยะทางของคอลโมโกรอฟ  
 



 
 

บทที ่2 

เอกสารและงานวจิยัที่เกีย่วข้อง 

 

ทฤษฎทีีเ่กีย่วข้อง 

1. ขอบเขตบนของฟังก์ชันค่าจริง (Upper bound of real-valued function) 
 ให ้ S  เป็นเซตยอ่ยของ  และ f  เป็นฟังกช์นัจาก S  ไป  ถา้มีจ านวนจริง u  ซ่ึง 
 f x u  ส าหรับทุก x S  จะเรียก u  วา่เป็นขอบเขตบนของ f  และถา้ u  เป็นขอบเขตบนของ 

f  ท่ีมีค่านอ้ยกวา่หรือเท่ากบัขอบเขตบนทุกตวัของ f  แลว้จะเรียก u  วา่ ขอบเขตบนท่ีนอ้ยท่ีสุด 

(Least upper bound หรือ supremum) ของ f  แทนดว้ย sup f  เช่น ( )
1

x
f x

x



 เม่ือ 1x   ดงันั้น 

ขอบเขตบนของ f  คือ จ านวนจริงท่ีมีค่ามากกวา่หรือเท่ากบั 1 และ 
1

sup ( ) 1
x

f x


  

 
2. ขอบเขตเอกรูปและไม่เอกรูป (Uniform and non-uniform bounds) 

 ให ้  และ  แทนฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ 
ไม่เป็นลบ X  และ G  ตามล าดบั และให ้  0x แทนขอบเขตบนของผลต่างระหวา่ง  และ  ท่ี 

 0 0x    ซ่ึงมีรูปแบบการประมาณการแจกแจงพร้อมดว้ยขอบเขตบนเป็นดงัน้ี 
 

0 0 0( ) ( ) ( )x x x   
 
 ถา้  0x  มีค่าคงตวัส าหรับทุกค่าของ 0x  แลว้จะกล่าววา่  0x  เป็นขอบเขตเอกรูป
ของ 0 0( ) ( )x x  บนเซต  0  และถา้  0x  มีค่าเปล่ียนแปลงตามค่าของ 0x   
แลว้จะกล่าววา่  0x  เป็นขอบเขตไม่เอกรูปของ 0 0( ) ( )x x   
 

3. ระยะทางของความแตกต่างรวม (Total variation distance) 
 ก าหนดให ้ X  เป็นตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบ การแจกแจงตวัแปรสุ่ม X  คือ 
ความน่าจะเป็น XP  บนเซต  0  ซ่ึงสามารถเขียนไดด้งัน้ี 
 

   XP A P X A   
 
โดยท่ี  0A   
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 ระยะทางของความแตกต่างรวมระหวา่งการแจกแจงของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ 
ไม่เป็นลบ X  และการแจงแจงของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเต็มไม่เป็นลบ G  บนเซต  0A   
(Serfling, 1975) ก าหนดไดด้งัน้ี 
 

(1)  ถา้ขอบเขตไม่เปล่ียนแปลงตามเซต A  จะใชรู้ปแบบ 

 
 ( , ) sup ( ) ( )TV

A

d X G P X A P G A     

        
0

1
( ) ( )

2
X G

i

p i p i




    

 

(2)    ถา้ขอบเขตเปล่ียนแปลงตามเซต A  จะใชรู้ปแบบ 
 
     ( , ) ( ) ( )Ad X G P X A P G A     

 
4. ระยะทางของคอลโมโกรอฟ (Kolmogorov distance) 

 ให ้  และ  แทนฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ 
ไม่เป็นลบ X  และ G  ตามล าดบั ระยะทางของคอลโมโกรอฟระหวา่ง  และ  ส าหรับทุก 

 0X    ก าหนดไดด้งัน้ี 
(1)  ถา้ขอบเขตไม่เปล่ียนแปลงตามค่าของ 0x  จะใชรู้ปแบบ 

 
    

0

0 0
0

( , ) sup ( ) ( )K
x

d X G x x


   

 
(2)  ถา้ขอบเขตเปล่ียนแปลงตามค่าของ 0x  จะใชรู้ปแบบ 

 
    

0
0 0( , ) ( ) ( )

xKd X G x x   

 
5.  เมตริกแบบจุด (Point metric) 

 เมตริกแบบจุดระหวา่งฟังกช์นัมวลความน่าจะเป็นของตวัแปรสุ่ม X  และ G  ส าหรับ
ทุก  0X    ก าหนดไดด้งัน้ี 
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(1)   ถา้ขอบเขตไม่เปล่ียนแปลงตามค่าของ 0x  จะใชรู้ปแบบ 
 
    

0

0 0
0

( , ) sup ( ) ( )p X G
x

d X G p x p x


   

 
(2)   ถา้ขอบเขตเปล่ียนแปลงตามค่าของ 0x  จะใชรู้ปแบบ 

 
    

0
0 0( , ) ( ) ( )

xp X Gd X G p x p x   

 
6. วธีิของสไตน์ส าหรับการการแจกแจงเรขาคณติ 

 วธีิของสไตน์ (Stein’s method) ไดเ้ร่ิมตน้น าเสนอคร้ังแรกโดย Stein (1972) ซ่ึงเป็นวธีิ 
ท่ีใชเ้พื่อประมาณการแจกแจงของผลรวมตวัแปรสุ่มท่ีไม่เป็นอิสระต่อกนั (Dependent random 
variables) ดว้ยการแจกแจงปรกติ (Normol distribution) ในปี 1975 Chen ไดป้รับปรุงและพฒันาวธีิ
ของสไตน์แบบเดิมมาสู่การประมาณการแจกแจงของผลรวมของตวัแปรสุ่มแบร์นูลลีท่ีไม่เป็นอิสระ
ต่อกนั (Dependent Bernoulli random variable) ดว้ยการแจกแจงปัวซง (Poisson distribution) 
(Chen, 1975) และ Brown and Phillips (1999) ไดป้ระยกุตว์ธีิของสไตน์มาใชก้บัการประมาณการ
แจกแจงของผลรวมของตวัแปรสุ่มแบร์นูลลีดว้ยการแจกแจงเรขาคณิต ซ่ึงสมการของสไตน์ส าหรับ
การแจกแจงเรขาคณิตท่ีมีพารามิเตอร์ p  เม่ือ 1 (0,1)p q    (ก าหนดฟังกช์นั h ) ดงัน้ี 
 

( ) ( ) (1 ) ( 1) ( )ph x h q x f x xf x        (2.1) 
 

โดยท่ี 
0

( ) ( ) k
p

k

h h k pq




   และ f  และ h  เป็นฟังกช์นัค่าจริงท่ีมีขอบเขตท่ีนิยามบนเซต  0  

 
7. ฟังก์ชัน w  

 ให ้ X  เป็นตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าเป็นจ านวนเตม็ไม่เป็นลบ Cacoullos and Papathanasiou 
(1989) ไดนิ้ยามฟังกช์นั w  ท่ีสัมพนัธ์กบัตวัแปรสุ่ม X  หรือสัมพนัธ์กบัการแจกแจงของ 
ตวัแปรสุ่ม X  ในรูปของความสัมพนัธ์ดงัน้ี 
 

 
2

0

1
( ) ( ) ( ), ( )

x

X X
i

w x p x i p i x S X
 

     (2.2) 
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ต่อมา Majsnerowska (1998) ไดป้รับรูปความสัมพนัธ์ในสมการ (2.3) ให้อยูใ่นรูปความสัมพนัธ์
เวยีนเกิด (Recurrence relation) ดงัน้ี 
 

2

2

( 1) ( 1)1
( ) , ( ) \ {0}

( )

X

X

w x p x
w x x x S X

p x






   
    

  

           (2.3) 

 
และ ( ) 0 , ( ) \ {0}w x x S X   

โดยท่ี 
2

(0)w



  และ ( ) 0Xp x   ส าหรับทุก ( )x S X  

 รูปแบบความสัมพนัธ์ต่อไปน้ีเป็นสมบติัท่ีส าคญัของฟังก์ชนั w  ส าหรับการสร้าง
ผลการวจิยัซ่ึง Cacoullos and Papathanasiou (1989) ไดก้ าหนดไวด้งัน้ี 
 ถา้ตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเต็มไม่เป็นลบ X  ท่ีมี ( ) 0Xp x   ส าหรับทุก ( )x S X  และ
มีความแปรปรวนจ ากดั 20    แลว้ 
 

       2E X f X E w X f X             (2.5) 
 
ส าหรับฟังกช์นั : {0}f    ท่ีท าให ้    E w X f X   
โดย ( ) ( 1) ( )f x f x f x     และจะไดว้า่   1E w X     
 

งานวจิัยทีเ่กีย่วข้อง 
 ในการศึกษาน้ีจะศึกษาเก่ียวกบัการประมาณการแจกแจงของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเต็ม
ไม่เป็นลบดว้ยการแจงแจงเรขาคณิต ซ่ึงมีงานวจิยัท่ีเก่ียวขอ้ง ดงัน้ี 
 Barbour and Grüble (1995) ไดค้น้หาผลบวกแรกของล าดบัจ านวนเตม็บวกแบบสุ่ม 
ดว้ยการก าหนดตวัหาร  
 Peköz (1996) ใชว้ธีิของสไตน์หาขอบเขตเอกรูปส าหรับวดัความคลาดเคล่ือนในการ
ประมาณเรขาคณิตของตวัแปรสุ่มท่ีใชน้บัจ านวนความลม้เหลวก่อนการเกิดความส าเร็จในคร้ังแรก
ในล าดบัการทดลองยอ่ยแบร์นูลลีท่ีไม่เป็นอิสระต่อกนั 
 Brown and Phillips (1999) ไดใ้ชว้ธีิของสไตน์ในการน าเสนอผลลพัธ์ของการประมาณ
เรขาคณิตส าหรับผลรวมของตวัแปรสุ่มแบร์นูลลี m ตวั ท่ีอยูใ่นรูประยะทางของความแตกต่างรวม
พร้อมดว้ยขอบเขตแบบเอกรูปดงัน้ี 
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*

1

( , ) (2 ) ( )
m

TV j j
j

d X G p E X E X Z X



                   (2.6) 

 

โดยท่ี   ,
q

E X Z
p

 เป็นตวัแปรสุ่มเรขาคณิตท่ีมีพารามิเตอร์ p  ท่ีเป็นอิสระจากตวัแปรสุ่ม X  

และ jX   เป็นตวัแปรสุ่มท่ีมีการแจกแจงเหมือนกบัตวัแปรสุ่ม jX X  บนเง่ือนไข 1jX    
 Phillips and Weinberg (2000) ไดป้รับปรุงขอบเขตเอกรูปของ Brown and Phillips 
(1999) โดยใชว้ธีิของสไตน์และไดผ้ลลพัธ์ท่ีดีกวา่เดิมดงัน้ี 
 

*

*
1

( , ) (2 ) ( )
1

m
j

TV j
j j

X Z X
d X G p E X E

X

 
 


   (2.7) 

 
 Teerapabolarn (2008) ใชว้ธีิของสไตน์และฟังกช์นั w  หาขอบเขตเอกรูปของ 
การประมาณการแจกแจงโพยา (Pólya distribution)) ดว้ยการแจกแจงเรขาคณิต ซ่ึงให้ผลดีกวา่
ขอบเขตเอกรูปของ Brown and Phillips (1999) และ Phillips and Weinberg (2000) 
  Teerapabolarn (2011) ใชว้ธีิของสไตน์และฟังกช์นั w  หาขอบเขตเอกรูปและไม่เอกรูป
บนการประมาณการแจกแจงของตวัแปรสุ่ม X  ดว้ยการแจกแจงเรขาคณิตดงัน้ี 
 

 

2

( )\ 0

( 1) ( ) ( )
( , )

X

TV
x S X

x q p w x p x q
d X G

x p






 
     (2.8) 

 

และถา้ q

p
  จะไดว้า่ 

 

 

2

( )\ 0

( 1) ( ) ( )
( , )

X

TV
x S X

x q p w x p x
d X G

x





 
     (2.9) 

 
และเม่ือ 0{0,..., }A x  และ 0 {0}x    จะไดว้า่ 
 

 

2

( ) ( )\ 0

( )( )
( , ) ( )

1

X
K X

x S X x S X

p xp w x q
d X G q p x

x p x




 

   


   (2.10) 
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และถา้ q

p
  จะไดว้า่ 

 
2

( )

( )
( , ) ( )

1
K X

x S X

p w x
d X G q p x

x





 


     (2.11) 

 
 ในกรณีของขอบเขตไม่เอกรูปจะได ้ 
 กรณีท่ี 0 0x   
 

  

 
 

 
0

2

( )\ 0 ( )\ 0

( )( )
( , ) ( ) 0

( 1)x

X
K X X

x S X x S X

p xq p w x
d X G p x q p p

x x x x
 

 
 

     
   

 


      (2.12) 

 

และถา้ q

p
  จะไดว้า่ 

 

 
0

2

( )\ 0

( )
( , ) ( )

( 1)xK X
x S X

q p w x
d X G p x

x x x





 


   (2.13) 

 
 กรณีท่ี 0x   และ 0 1 / 2q   
 

0

2

0 ( )

1
( , ) ( 1) ( ) ( )

1xK X
x S X

q
d X G x q p w x p x

x p
 



 
 

     
   

  (2.14) 

 

และถา้ 0 2 / 3q   และ q

p
  จะไดว้า่ 

 

0

2

0 ( )

1
( , ) ( 1) ( ) ( )

1xK X
x S X

d X G x q p w x p x
x





  


   (2.15) 

 
 พิม มะลิงาม และคณินทร์ ธีรภาพโอฬาร (2554) ไดห้าขอบเขตไม่เอกรูปบนเมตริกแบบ
จุดระหวา่งฟังกช์นัมวลความน่าจะเป็นของตวัแปรสุ่ม X  และฟังกช์นัของตวัแปรสุ่ม G  ในกรณีท่ี 

0{ }A x  เม่ือ 0 ( ) \{0}x S X  จะไดว้า่ 
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0

2

0( )\{0}

0( )\{0}

1 1
( , ) min , ( 1) ( ) ( )

1 1
(0) min , ( )

xP X
x S X

X X
x S X

d X G x q p w x p x
x x

q
p p p x

p x x









 
   

 

   
     

   





  (2.16) 

 

และถา้ q

p
  จะไดว้า่ 

 

0

2

0( )\{0}

1 1
( , ) min , ( 1) ( ) ( )

xP X
x S X

d X G x q p w x p x
x x



 
   

 
    (2.17) 

 
 Teerapabolarn (2013) ไดป้รับปรุงขอบเขตไม่เอกรูปในอสมการ (2.12) และสามารถ
ใชไ้ดก้บัทุกค่าของ q  เม่ือ 0 1q   ดงัน้ี 
 

0

2
0

0 ( )

1
( , ) ( 1) ( ) ( ) ( )

1xK X
x S X

d X G x q p w x p x x
x



   


     (2.18) 

 
โดยท่ี 

0 1

0
0 0

1 1
( ) max ,

( 1) 2

x
q

x p
x p x

  
   

  
 

 
 Peköz, Röllin and Ross (2013) ไดพ้ฒันารูปแบบใหม่ของวธีิของสไตน์ท่ีท าใหไ้ด้
ขอบเขตเอกรูปบนระยะทางของความแตกต่างรวมระหวา่งการแจกแจงเรขาคณิตและการแจกแจง 
ท่ีตอ้งการ   



บทที่ 3 

วธีิด ำเนินกำรวจิยั 

 
 ส ำหรับวธีิด ำเนินกำรวิจยันั้น สำมำรถแบ่งกำรด ำเนินกำรออกเป็น 4 ขั้นตอน ดงัน้ี 
 3.1 ศึกษำเอกสำรและงำนวจิยัท่ีเก่ียวขอ้งกบักำรประมำณเรขำคณิต โดยเฉพำะกำร
ประมำณเรขำคณิตดว้ยวธีิกำรของสไตน์และฟังกช์นั w  จำก Teerapabolarn (2011)  พิม มะลิงำม 
และคณินทร์ ธีรภำพโอฬำร (2554) เพื่อน ำมำสร้ำงบทตั้งต่ำง ๆ ท่ีจ  ำเป็นส ำหรับกำรสร้ำงและพิสูจน์
ผลลพัธ์ของกำรศึกษำในคร้ังน้ี 
 พิจำรณำสมกำรของสไตน์ส ำหรับกำรแจกแจงเรขำคณิตท่ีมีพำรำมิเตอร์  0,1p   
 

( ) ( ) (1 ) ( 1) ( )ph x h q x f x xf x        (3.1) 

เม่ือ 
0

( ) ( ) k
p

k

h h k pq




   และ f  และ h  เป็นฟังกช์นัค่ำจริงท่ีมีขอบเขตนิยำมบนเซต  0   

 ให ้  0A   และ  : 0Ah    เป็นฟังกช์นัท่ีก ำหนดโดย 
 

1 ,
( )

0 ,
A

x A
h x

x A


 


     (3.2) 

 
ให ้  0,...,xC x  ดงันั้นโดย  Brown and Phillips (1999) และ Teerapabolarn (2011)  ผลเฉลยของ 

Af  ในสมกำร (3.1) เขียนไดด้งัน้ี 
 

 
     1 1

, 1

0 , 0

x xp A C p A p C

xA

h h h
x

f x xpq

x

 
 
 

 




         (3.3) 

 

และโดย Brown and Phillips (1999)  จะไดว้ำ่ 
 

cA A
f f                          (3.4) 

 

โดยท่ี cA  คือ คอมพลีเมนต ์(Complement) ของ A  และจำกสมกำร (3.4) จะไดว้ำ่ 
 

cA A
f f                   (3.5) 
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โดยท่ี ( ) ( 1) ( )A A Af x f x f x     ให ้  0 0x    และ 
0xA C จะไดผ้ลเฉลย 

0xCf  ในสมกำร 

(3.1) เป็นดงัน้ี 
 

 

1 0

10

0

0

0

( ) (1 )
,

( ) (1 )
,

0                                 , 0

x x

x x

x

p C p C

x

p C p C

C x

h h
x x

xpq

h h
f x x x

xpq

x






 




 

 




  (3.6) 

 
จะสังเกตไดว้ำ่   

0
0

xCf x   ส ำหรับทุก 0,x x   ให ้
0 0 0
( ) ( 1) ( )x x xf x f x f x     และจำก 

Teerapabolarn (2011) จะไดว้ำ่ 
 

0

0
0

1

0
1 0 0

0
0

1 1
,

( 1)
( )

1
,

( 1)

x

x x
k x j j

k x j j
C

x
k

k

q pq pq x x
x q x

f x

q x x
x x

 


   



  
   
      
  

   
  

  



 (3.7) 

 
และ 

0

0

0

0 ,
( )

0 ,xC

x x
f x

x x

 
 

 
   (3.8) 

 
และในกรณีท่ี 0x x  Teerapabolarn (2013) ไดแ้สดงวำ่ 
 

   
0 0

00
x xC Cf x f x       (3.9) 

 
ให ้  0 0x    และ  0A x  และก ำหนด  0 0x xh h  ดงันั้นผลเฉลย  0 0x xf f  สำมำรถ

เขียนไดด้งัน้ี 
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0 1

0 1

0

0

0

( ) ( )
,

( ) (1 )
( ) ,

0 , 0

x

x

p x p C

x

p x p C
x x

h h
x x

xpq

h h
f x x x

xpq

x









 

 

 




  (3.10) 

 
โดยกำรประยกุตใ์ช ้Brown and Phillips (1999) จะไดว้ำ่ 
 

0 0 0

0

0

0 ,
( ) ( 1) ( )

0 ,
x x x

x x
f x f x f x

x x

 
    

 
  (3.11) 

 
ต่อมำ พิมพ ์มะลิงำน และคณินทร์ ธีรภำพโอฬำร (2554) ไดแ้สดงวำ่ 
 

1
( )xf x

x
                                       (3.12) 

 
 บทตั้งต่ำง ๆ ต่อไปน้ีเป็นกำรน ำเสนอส่วนประกอบท่ีส ำคญั เพื่อน ำไปใชใ้นกำรปรับปรุง
ผลกำรวจิยัท่ีตอ้งกำร 
 
บทตั้ง 3.1 ให ้ 0x   ถำ้ 0 1 1p q     แลว้จะไดว้ำ่อสมกำรต่อไปน้ีเป็นจริง 
 

 

0 01

0 0

1 1
1

1

x x
q q

x p x p


 

 


             (3.13) 

 

พสูิจน์ ให ้ 0x   เร่ิมตน้จะแสดงวำ่ 0

0

1
1

x
q

x p


  

 

    
0

0

1
x

q

x p

  

0 1

0

0

x
k

k

pq

x p






      

0 1

0

1
x

q q

x


  

       

           1 0 1q                (3.14) 
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ต่อไปจะแสดงวำ่ 
 

0 01

0 0

1 1

1

x x
q q

x p x p


 




 

 

       

0 1

0

1

1

x
q

x p




   

0

0

0 1

x
k

k

pq

x p





 

0 01

0 0

1

1 1

x x
q q q

x x


  

 
 

 

  

0

0

1

0

0 01 1

x
k

x
k

q
q

x x



 
 


 

  

0

0

1

0
0 0

0 0 0 0( 1) ( 1)

x
k

x
k

x q
x q

x x x x



 
 


 

       

0 01 1

0
0 0

0 0 0 0( 1) ( 1)

x x
k k

k k

x q q

x x x x

 

  
 

 
 

       

0 1

0
0

0 0

( 1)

( 1)

x
k

k

x q

x x











 

       

0 1

0

0

x
k

k

q

x






  

       

0

0

1
x

q

x p


               (3.15) 

 
ดงันั้นจำกอสมกำร (3.14) และ (3.15) จะไดว้ำ่อมกำร (3.13) เป็นจริง                       
 
บทตั้ง 3.2  ให ้ 0,x x   แลว้จะไดว้ำ่อสมกำรต่อไปน้ีเป็นจริง 
 

0

0

1

1

1
sup ( )

x

x

C
x

q
f x

xp






    (3.16) 

0

0

1

01

1
sup ( )

( 1)x

x

C
x

q
f x

x p









   (3.17) 

 

0

0

1

01

1 1
sup ( ) max 1,

1 1x

x

C
x

q
f x

x x p





   
   

   
  (3.18) 
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และ 
 

 

0

0

1

0 01

1 1
sup ( ) max 1,

1 2x

x

C
x

q
f x

x x p





   
   

   
  (3.19) 

 

พสูิจน์  เร่ิมตน้จะแสดงวำ่อสมกำร (3.16) เป็นจริง เม่ือ 0x x  จะไดว้ำ่ 

 

   
0

( )
xCf x  1 0

( ) (1 )
x xp C p C

x

h h

xpq




     

0

1

0 1

x
k j

k j x

x

pq pq

xpq

 

  


 
    

1

0

x
k

k

pq

xp






        

0

0

x
k

k

pq

xp




        

                            0 1
1

x
q

xp




               (3.20) 
 

เม่ือ 0x x  จะไดว้ำ่ 
 

   
0

( )
xCf x  10

( ) (1 )
x xp C p C

x

h h

xpq




     

0

0

x
k j

k j x

x

pq pq

xpq



 


 
      

0

0

x
k j x

k j x

pq pq

xp




 


 
     

0

0 0

x
k j

k j

pq pq

xp



 


 
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0

( )
xCf x  

0

0

x
k

k

pq

xp




  

       0 1
1

x
q

xp




               (3.21) 

 
ดงันั้นจำกอสมกำร (3.20) และสมกำร (3.21) จะไดว้ำ่อสมกำร (3.16) เป็นจริง 
 ล ำดบัต่อไปจะแสดงวำ่อสมกำร (3.17) เป็นจริง จำกอสมกำร (3.8) จะได ้

0xCf  เป็น 

ฟังกช์นัเพิ่ม ส ำหรับ 0{0,..., }x x  และเป็นฟังกช์นัลด ส ำหรับ  0 1,...x x   ดงันั้นจะไดว้ำ่ 
   

0 0
0x xC Cf x f x  ส ำหรับทุก  00,...,x x  และ    

0 0
0 1

x xC Cf x f x   ส ำหรับทุก 

 0 1,...x x   และจะสังเกตไดว้ำ่ 
 

            
0 0

0 0( 1) ( )
x xC Cf x f x   10 0 0 0

0 01
0 0

( ) (1 ) ( ) (1 )

( 1)

x x x xp C p C p C p C

x x

h h h h

x pq x pq





 
 


   

10 0 0

0 0 0

(1 ) ( ) ( )

( 1)

x x xp C p C p C

x

h h h

x q xpq


  

  
  

   

0 0

0

0

1

1 0 0

0 0( 1)

x x
k j j

k x j j

x

pq pq pq

x q xpq



   

 
 
 

  
 

 
  

  
    

0     (โดยอสมกำร (3.7) และ (3.8))   
 
ซ่ึงจะไดว้ำ่    

0 0
0 1

x xC Cf x f x   ส ำหรับทุก x  นัน่คือ 

 
       

0
1

sup
xC

x

f x


 
0

0( 1)
xCf x  ฟ 

      0 0

0 1
0

( ) (1 )

( 1)

x xp C p C

x

h h

x pq






 

      

0

0

0

0 1

1
0( 1)

x
k j

k j x

x

pq pq

x pq



  






 
 

      0 0

0

1 1

1
0

(1 )

( 1)

x x

x

q q

x pq

 







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            
0

1

sup
xC

x

f x


0 1

0

1

( 1)

x
q

x p







              (3.22) 

 
ดงันั้นจำกอสมกำร (3.22) จะไดว้ำ่อสมกำร (3.17) เป็นจริง 
 ต่อไปจะแสดงวำ่อสมกำร (3.18) เป็นจริง เม่ือ 0x x  และจำกอสมกำร (3.9) จะได ้
 
      

0x
Cf x   

0x
Cf x  ฟ 

       
0

0xCf x   

      
0 0

0

0

1

0 01 0 0

1 1

( 1)

x x
k x j j

k x j j

q pq pq
x q x




   

 
  

 
 

    

      
0 0

0

0

1
1 1

0 01 0 0

1 1

1

x x
k x j j

k x j j

pq q q
x x


  

   

 
  

 
 

    

      
0 0

0 0 0 00 1

1 1 1 1

1

x x
j j

j j

q q
x x x x

 

   

   

      

0 0

0 0

0 0 0

1

1

x x
j j

j j

q q

x x x

 
  



 
 

      

0

0

0 0 0

1

( 1)

x
j

j

q

x x x


 




 

      

0

0

0 0

1
1

1

x
j

j

q

x x



 
 
 

  
 

 
 
 


 

      
0

0

0 0

1 (1 )1

1

x
x q q

x x

     
 
 
 

 

      
0

0

0 0

1 1

1

1

x

x

q q

x x

     
 
 
 
 
 

 

      
0

0 0

1 (1 ) (1 )

1

x
q q

x x

    
  

  

 

      
0 01 1

0 0

1 (1 ) (1 )

1

x x
q q

x x

     
  

  
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          
0x

Cf x  0 1
0

0 0

(1 )1

1

x
x q

x x

 
  

  

  

      0 1

0

1

1

x
q

x







              (3.23) 

      0 1
1

1

x
q

x







               (3.24) 

 
เม่ือ 0x x  จำกอสมกำร (3.7) จะไดว้ำ่ 
 
      

0x
Cf x   

0x
Cf x  ฟ 

      
0

0

1

( 1)

x
k

k

q
x x



 
  

 
  

      0 1
1 1

( 1)

x
q

p x x

  
  

 
 

      0 1
1 1

1

x
q

x xp

  
  

  
 

      0 1

0

1 1

1 ( 1)

x
q

x x p

  
  

  
             (3.25) 

 
จำกอสมกำร (3.23) และ (3.24) จะไดว้ำ่ 
 

 
0

0

1

0

1 1
max 1,

1 ( 1)x

x

C
q

f x
x x p

  
   

  
 

 
ส ำหรับทุก x  ซ่ึงท ำใหอ้สมกำร (3.18) เป็นจริง 
 ล ำดบัสุดทำ้ยจะแสดงวำ่อสมกำร (3.19) เป็นจริงเม่ือ 0x x  จำกอสมกำร (3.23)  
จะไดว้ำ่ 
 

 
0

0

1

0

1

1x

x

C
q

f x
x




 


    (3.26) 
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เม่ือ 0x x  จำกอสมกำร (3.25) จะไดว้ำ่ 
 

         
0x

Cf x   0 1

0

1 1

1 ( 1)

x
q

x x p

  
  

  
 

      0 1

0 0

1

( 1)( 2)

x
q

x x p





 

              (3.27) 

 
ดงันั้นจำกอสมกำร (3.26) และ (3.27) จะไดว้ำ่อมกำร (3.19) เป็นจริง                  
 
บทตั้ง 3.3 ก ำหนดให ้      0 , , min | , max |A A xA x x x x A x x C A        และ 

 max |Ax x x A    แลว้จะไดว้ำ่ 
(1)  ส ำหรับ Af  จะไดว้ำ่ 

 

 
1

sup A
A

f x
xp

      (3.28) 

 
และ 
 

1
sup ( )

Ax

A
A A

q
f x

x p






     (3.29) 

 

โดยให ้ 1

Ax
 มีค่ำเท่ำกบั 1 เม่ือ 0Ax   

(2)  ส ำหรับ Af  จะไดว้ำ่ 
 

1
sup ( )A

A

f x
x

        (3.30) 

 
และ 
 

1
sup ( )A

AA

f x
x

       (3.31) 
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โดยท่ี 
 

1
, 0

11

1
, 0

A

A

A

A
x

x
A

x









 
 



    (3.32) 

 

พสูิจน์  จะแบ่งกำรพิสูจน์อสมกำร (3.28) และ (3.29) ออกเป็นสำมกรณี 
 กรณีท่ี 1 0 Ax x   
 
                        0 Af x  

 
         , 1,...

( )
A Ax x

f x


  

         
1

c

xA
C

f x


  

         
1xA

C
f x



   

 

ซ่ึงท ำใหไ้ด ้    
1xA

A Cf x f x


  และโดยอสมกำร (3.16) และ (3.17) จะไดว้ำ่ 

 

 
1

Af x
xp

        (3.33) 

 

และ 
 

 
1 Ax

A

A

q
f x

x p


      (3.34) 

 

 กรณีท่ี 2 Ax x  
 
           Af x  Af x  
          

,...,A Ax x
f x  

          
0,..., Ax

f x  

        
x
A

Cf x


  
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และโดยอสมกำร (3.16) และ (3.17) จะไดว้ำ่ 
 

 
1

Af x
xp

        (3.35) 

และ 

 
 

1
1

1

Ax

A

A

q
f x

x p









    (3.36) 

 
 กรณีท่ี 3 A Ax x x   
 จะแบ่งกำรพิสูจน์ออกเป็นสองกรณียอ่ยดงัน้ี 
  I   ถำ้   0Af x   แลว้จะไดว้ำ่ 
 
                                   0 Af x  

 
          

,..., Ax x
f x  

       
   

,..., , 1,...A Ax x x
f x 

  

       
1
( )c

xC
f x


  

       
1
( )

xCf x


   
 
ซ่ึงจะไดว้ำ่ 
 

      
1
( )

xA Cf x f x


     (3.37) 
 
 (II)  ถำ้   0Af x   แลว้จะไดว้ำ่ 
 
          Af x   Af x  
          

,..., 1Ax x
f x


  

          
0,..., ,..., 1Ax x

f x


  

        
1xCf x


              (3.38) 
 

จำก (I)  และ (II)  จะไดว้ำ่ 
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          Af x   
1xCf x


 a 

       1 xq

xp


               (3.39) 

       1

xp
               (3.40) 

 

เน่ืองจำก Ax x  และโดยอสมกำร (3.13) จะไดว้ำ่ 
 

1
1 1

1

Axx

A

q q

xp x p


 




 ดงันั้นจำกอสมกำร (3.39) 

ท ำใหไ้ดว้ำ่  
 

 
 

1
1

1

Ax

A

A

q
f x

x p







 

 

จำกกรณีท่ี 1 ถึงกรณีท่ี 3 และโดยใชอ้สมกำร (3.13) เม่ือ 0Ax   จะเห็นไดว้ำ่ 
 

         1Af x               (3.41) 
 

และเม่ือ 0Ax   จะเห็นไดว้ำ่ 
 

        
1

Af x
xp

              (3.42) 

 

และ 
 

                      
1 Ax

A

A

q
f x

x p


              (3.43) 

 
ดงันั้นจำกอสมกำร (3.41) ถึง (3.43) จะไดอ้สมกำร (3.28) และอสมกำร (3.29) ตำมตอ้งกำร 
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ล ำดบัต่อไปจะพิสูจน์อสมกำร (3.30) 
 
               1

x
  xf x                      (โดย (3.12))

     k
k A

f x



                     (โดย (3.11))

     Af x   

       
 

 c
x

f x                     (โดย (3.11)) 

        xf x      (โดย (3.5)) 

       1

x
                      (โดย (3.12)) 

 
ซ่ึงท ำใหไ้ดว้ำ่ 
 

        
1

Af x
x

               (3.44) 

 
ส ำหรับทุก  0A   ดงันั้นจะไดอ้สมกำร (3.30) ตำมตอ้งกำร 
 ต่อไปจะพิสูจน์อสมกำร (3.31) โดยแบ่งกำรพิสูจน์ออกเป็นสำมกรณีดงัน้ี 
 กรณีท่ี 1   0 0Ax x A    
   I  เม่ือ 0 Ax x   แลว้จะไดว้ำ่ 
 
                  0 Af x      

, 1,..., , 1,...A A A Ax x x x
f x  

   

        
1

c

xA
C

f x


   

        
1xA

Cf x


   

         Af x   
1xA

Cf x


   

       1 Ax

A

q

x


   

       
1

Ax
  

       
1

Ax
  
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 กรณีท่ี 2  0 0Ax x A    
 
               0   

x
A

Cf x


       (โดย (3.8)) 

      0 1
( ) ( ) ( ) ( )

A A Ax x x
f x f x f x f x  

           

       Af x                       (โดย (3.11)) 
      0 ( ) ( )

Ax
f x f x                        (โดย (3.11)) 

      ( )
Ax

f x   

      
1

1

1

Ax

A

q

x

 







                    (โดย (3.24)) 

      1

1Ax



 

      1

Ax
  

 
 กรณีท่ี 3 Ax x  
 

                               Af x  1

x
                     (โดย (3.30)) 

       1

1Ax



 

       1

Ax
  

 
ดงันั้นจำกกรณีท่ี 1 ถึงกรณีท่ี 3 จะไดอ้สมกำร (3.31) ตำมตอ้งกำร                  
 
 3.2 ด ำเนินกำรหำขอบเขตไม่เอกรูปส ำหรับระยะทำงของควำมแตกต่ำงรวมระหวำ่ง 
กำรแจกแจงของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่ำจ  ำนวนเตม็ไม่เป็นลบและกำรแจกแจงเรขำคณิต และปรับปรุง
ขอบเขตไม่เอกรูปส ำหรับระยะทำงของคอลโมโกรอฟระหวำ่งฟังกช์นักำรแจกแจงสะสมของ 
ตวัแปรสุ่มท่ีมีค่ำจ  ำนวนเตม็ไม่เป็นลบและฟังกช์นักำรแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มเรขำคณิต 
โดยใชว้ธีิของสไตน์และฟังกช์นั w  
 3.3 เปรียบเทียบขอบเขตไม่เอกรูปแบบใหม่ (ตำมวตัถุประสงคข์อ้ที 1 และ 2) และ
แบบเดิม 
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 3.4 น ำผลลพัธ์ท่ีไดไ้ปใชใ้นกำรประมำณกำรแจกแจงบำงกำรแจกแจง ไดแ้ก่  
กำรแจกแจงไฮเพอร์จีออเมตริกนิเสธ กำรแจกแจงโพลยำ และกำรแจกแจงโพลยำนิเสธ  



บทที่ 4 
ผลการวจิยั 

 
 ผลการวจิยัท่ีตอ้งการในการศึกษาคร้ังน้ี คือ  ขอบเขตไม่เอกรูปส าหรับระยะทางของ
ความแตกต่างรวมระหวา่งการแจกแจงของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบและการแจกแจง
เรขาคณิต  และขอบเขตไม่เอกรูปส าหรับระยะทางของคอลโมโกรอฟระหวา่งฟังกช์นัฟังกช์นั 

การแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบและฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของ  
ตวัแปรสุ่มเรขาคณิต ดงัทฤษฎีบทต่อไปน้ี 

 

ทฤษฎบีท 4.1. ให ้ 2( ) ( 1) ( ) ( ), ( )Xx x q p w x p x x S X      และ {0}A   แลว้จะไดว้า่ 

 

   
( )\{0} ( )\{0}

( ) ( )
, min ,A

Ax S X x S X

x x
d X G

x x

 

 

 
 

  
  

    

           
( )\{0}

( ) 1
min (0) ,

Ax
X

X
x S X A

p xq q
p p

p x x




        
    

              (4.1) 

 

และถา้ q

p
  จะไดว้า่ 

 

   
( )\{0} ( )\{0}

( ) ( )
, min ,A

Ax S X x S X

x x
d X G

x x

 

 

 
 

  
  

                (4.2) 

 

พสูิจน์  Teerapabolarn (2011) ไดแ้สดงวา่ 
 
     ,Ad X G   2

( )

( 1) ( ) ( ) ( ) ( )A A X
x S X

x q p w x f x q p f x p x 



       

  
( )\{0}

( ) ( ) (1) (0)A A X
x S X

x f x q p f p 



      

   
( )\{0}

( ) ( )A X
x S X

q p f x p x



               ( (0) 0)Af   

  
( )\{0} ( )\{0}

( ) ( ) (1) (0) ( ) ( )A A X A X
x S X x S X

x f x q p f p f x p x 

 

 
     
 
 

   
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โดยท่ี Af  ไดนิ้ยามไวใ้นสมการ (3.3) และโดยใชบ้ทตั้ง 3.3 ในการหาของเขตของ ( )Af x ,
( )Af x  และ (1)Af  จะไดว้า่ 

 

 ,Ad X G  
( )\{0}

1 1
( )min ,

Ax S x

x
x x





 
  

 
  

  
( )\{0}

1 1 1 1
min , (0) min , ( )

A Ax x

X X
x S xA

q q
q p p p x

p xp xpx p




    
                    

  

 
( )\{0} ( )\{0}

( ) ( )
min ,

Ax S x x S x

x x

x x

 

 

 
 

  
  

   

  
( )\{0} ( )\{0}

( )1 1
(0) min , ( )

A Ax x
X

X X
x S x x S xA A

p xq q
q p p p x

xpx p x p


 

  
      

    

   

 
( )\{0} ( )\{0}

( ) ( )
min ,

Ax S x x S x

x x

x x

 

 

 
 

  
  

   

  
( )\{0} ( )\{0}

( )1 1
(0) min , ( )

A Ax x
X

X X
x S x x S xA A

p xq q q
p p x

p xx x


 

  
      

    

   

 
( )\{0} ( )\{0}

( ) ( )
min ,

Ax S x x S x

x x

x x

 

 

 
 

  
  

   

 
( )\{0} ( )\{0}

( )1 1
min (0) , (0) ( )

A Ax x
X

X X X
x S x x S xA A

p xq q q
p p p x

p xx x


 

         
  

  

   

 
( )\{0} ( )\{0}

( ) ( )
min ,

Ax S x x S x

x x

x x

 

 

 
 

  
  

       

  
1

min (0)
Ax

X

A

q q
p

p x



 


 ( )\{0}

( )X

x S x

p x

x


 
1

,
Ax

A

q

x


 




              (4.3) 

 
จากอสมการ (4.3) จะไดว้า่อสมการ (4.1) เป็นจริง 
และจากอสมการ (4.3) ถา้ q

p
  จะไดว้า่อสมการ (4.2) เป็นจริง 

 เม่ือ 
0xA C โดยท่ี 0 {0}x    และ 

0xCf และ 
0x

Cf ท่ีไดนิ้ยามไวใ้นสมการ (3.6) 

และ (3.7) ตามล าดบั โดยใชบ้ทตั้ง (3.2) จะไดท้ฤษฎีบทต่อไปน้ี 
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ทฤษฎบีท 4.2. ส าหรับ 0 {0}x    จะไดว้า่ 
 

เม่ือ 0 0x   (Teerapabolarn, 2011)  
 

      
0

,Kd X G
   

2

( )\{0} \{0}

( )( )
( ) (0),

1

X
X X

x S X x S X

p xq p w k
p x q p p

x x x x




 

 
 

     
   

         (4.4) 

 
และถา้ q

p
  จะไดว้า่ 
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q p w k
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 


                 (4.5) 

 
  เม่ือ 0 0x   
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             (4.6) 

 
 

และถา้ q

p
  จะไดว้า่ 

 
 

0
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     

          
 

 

                                    (4.7) 
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พสูิจน์ จาก Teerapabolarn (2011) 
 

 
0

,
xKd X G  

0 0 0
( )\{0} ( )\{0}

( ) ( ) (1) (0) ( ) ( )
x x xC C X C X

x S X x S X

x f x q p f p f x p x 

 

 
     
 
 

   

   

   

0 0

0 0 0

1 1

0 0 0( )\{0}

1 1 1

0 0( )\{0}

1 1 1 1
( )min max 1, , max 1,

1 1 1 2

1 1 1
(0) min , ( )

1 1

x x

x S X

x x x

X X
x S X

q q
x

x x p x x p

q q q
q p p p x

x p xp x p





 



  



        
     

           

     
     

     





 

   

   

0 0

0 0 0

1 1

0 0 0( )\{0}

1 1 1

0 0( )\{0}

1 1 1 1
( )min max 1, , max 1,

1 1 1 2

1 1 1
(0) min , ( )

1 1

x x

x S X

x x x

X X
x S X

q q
x

x x p x x p

q q q q
p p x

p x x x





 



  



        
     

           

     
     

     





 

 
 

 
 

 

   
 

0 0

0 0
0

1 1

0 0 0( )\{0} ( )\{0}

1 1
1

0 0( )\{0} ( )\{0}

( ) 1 ( ) 1
1 1

min max 1, , max 1,
1 1 1 2

1 ( ) 1 ( )
1

(0) min ,
1 1

x x

x S X x S X

x x
x X X

X
x S X x S X

x q x q

x x p x x p

q p x q p x
q q

p
p x x x

 



 

 

 


 

         
                

   
  

       
 

 

 







 
 

 
 

 

 

0 0

0
0 0

1 1

0 0 0( )\{0} ( )\{0}

1
1 1

0 0( )\{0}

( ) 1 ( ) 1
1 1

min max 1, , max 1,
1 1 1 2

1 ( )
1 1

min (0) ,
1 1

x x

x S X x S X

x
x xX

X
x S X

x q x q

x x p x x p

q p x
q q q

p
p x x x

 



 

 


 



         
                

  
   

       
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จะไดว้า่อสมการ (4.6) เป็นจริง และถา้ q

p
  จะไดว้า่ อสมการ (4.7) เป็นจริง 

 

การเปรียบเทยีบผลการวจิัย 
 การเปรียบเทียบผลการวจิยัในการศึกษาคร้ังน้ี คือ การเปรียบเทียบขอบเขตแบบใหม่ใน
อสมการ (4.1) และขอบเขตของ Teerapabolarn (2011) ในอสมการ (2.8) และเปรียบเทียบขอบเขต
แบบใหม่ในอสมการ (4.6) เทียบกบัขอบเขตของ Teerapabolarn (2011) ในอสมการ (2.14) 
เน่ืองจาก  



32 

( )\{0} ( )\{0} ( )\{0}

( )( ) ( ) 1
min , min (0) ,

Ax
X

X
Ax S X x S X x S X A

p xx x q q
p p

x x p x x  

              
        

  
 

     

      
 

2

( )\ 0

( 1) ( ) ( )X

x S X

x q p w x p x q

x p


 
  


   

 
ส าหรับทุก {0}A   และ ส าหรับทุก 0x   
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 
 

     
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 ดงันั้นจะไดว้า่ขอบเขตแบบใหม่ในอสมการ (4.1) มีค่าผลต่างของการประมาณนอ้ยกวา่ 
ขอบเขตของTeerapabolarn (2011) ในอสมการ (2.8) ส าหรับทุก {0}A   และขอบเขตแบบ
ใหม่ในอสมการ (4.6) มีค่าผลต่างของการประมาณนอ้ยกวา่ขอบเขตของ Teerapabolarn (2011) ใน
อสมการ (2.14) ส าหรับทุก 0x   
 

การประยุกต์ใช้ผลการวจิัย  
 การประยกุตใ์ชผ้ลการวจิยัในการศึกษาคร้ังน้ีเป็นการน าผลลพัธ์ท่ีไดใ้นทฤษฎีบท 4.1 
และ 4.2 ไปประยกุตใ์ชก้บัการประมาณการแจกแจงของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบดว้ย
การแจกแจงเรขาคณิต ซ่ึงการแจกแจงของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบท่ีเราจะน ามา
ประมาณนั้น ไดแ้ก่ การแจกแจงเรขาคณิตไฮเพอร์ลบ การแจกแจงโพลยา และการแจกแจงโพลยา
ลบ 
 

 การแจกแจงเรขาคณติไฮเพอร์ลบ 
 สมมติใหก้ล่องใบหน่ึงบรรจุลูกบอลสีขาว n  ลูก เป็นลูกบอลสีด า N n  ลูก ท าการสุ่ม
หยบิลูกบอลมาหน่ึงลูกแบบไม่ใส่คืน ก าหนดให ้ X  แทนจ านวนลูกบอลสีขาวท่ีถูกสุ่มหยบิได้
ก่อนท่ีไดลู้กบอลสีด า จะกล่าวไดว้า่ X  เป็นตวัแปสุ่มเรขาคณิตไฮเพอร์ลบท่ีมีพารามิเตอร์ n  และ 
N  และมีฟังกช์นัมวลความน่าจะเป็น ดงัน้ี  
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 จากอสมการ (2.3) และ (2.4) จะไดว้า่ฟังกช์นั w  ท่ีสัมพนัธ์กบัตวัแปรสุ่มเรขาคณิต 
ไฮเพอร์ลบคือ 
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 แทนค่า p  ลงในทฤษฎีบท 4.1 

และ 4.2 จะไดผ้ลลพัธ์ ดงัน้ี  
 

บทแทรก 4.1 ให ้ 1
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 จะไดว้า่ 
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2. ส าหรับ 0 0x   
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3. ส าหรับ 0x   
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           (4.11) 

 
 จากอสมการ (4.9) – (4.11) การประมาณการแจกแจงเรขาคณิตไฮเปอร์ลบดว้ยการแจก
แจงเรขาคณิตจะใหผ้ลการประมาณท่ีดีเม่ือ N  มีค่ามาก 
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 การแจกแจงโพลยา 
 สมมุติวา่ถุงใบหน่ึงบรรจุลูกบอลสีขาวหน่ึงลูกและลูกบอลสีแดง 1N   ลูก สุ่มหยบิ 
ลูกบอลข้ึนมาหน่ึงลูกแลว้ใส่กลบัคืนลงในถุงพร้อมใส่ลูกบอลสีเดียวกนักลบัท่ีสุ่มไดอี้กหน่ึงลูก 
ลงในถุง สุ่มหยบิลูกบอลในลกัษณะน้ีเป็นจ านวน n  คร้ัง ก าหนดให ้ X  เป็นจ านวนคร้ังท่ีสุ่มหยบิ
ไดลู้กบอลขาว จากการสุ่มทั้งหมด n  คร้ัง ดงันั้นจะกล่าวไดว้า่ X  มีการแจกแจงโพลยา และมี
ฟังกช์นัมวลความน่าจะเป็นดงัน้ี 
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และมีค่าเฉล่ียและความแปรปรวน คือ n
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 ตามล าดบัจากสมการ 

(2.3) และ (2.4) จะไดว้า่ฟังก์ชนั w  ท่ีสัมพนัธ์กบัตวัแปรสุ่มโพลยา คือ 
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 และแทนค่า p  ลงใน ทฤษฎีบท 4.1 และ 4.2  ซ่ึงจะไดผ้ลลพัธ์ดงัต่อไปน้ี 
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2. ส าหรับ 0 0x   
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3. ส าหรับ 0x   
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 จากอสมการ (4.13) – (4.15) าการประมาณการแจกแจงโพลยาดว้ยการแจกแจงเรขาคณิต
จะใหผ้ลการประมาณท่ีดีเม่ือ N  มีค่ามาก  
 
 การแจกแจงโพลยาลบ 
 สมมุติวา่หีบใบหน่ึงบรรจุลูกบอลสีแดง m ลูก และลูกบอลสีด า n ลูก สุ่มหยบิลูกบอล
ข้ึนมาหน่ึงลูกแลว้ใส่กลบัคืนพร้อมกบัเพิ่มลูกบอลสีเดียวกนัลงไปในหีบ ท าซ ้ าเช่นน้ีจนไดลู้กบอล
สีแดงลูกแรก ก าหนดให ้ X  คือ จ านวนลูกบอลสีด าก่อนท่ีจะไดลู้กบอลสีแดง ดงันั้นจะกล่าวไดว้า่ 
X  มีการแจกแจงโพลยาลบท่ีมีพารามิเตอร์ n  และ m โดยมีฟังก์ชนัมวลความน่าจะเป็นดงัน้ี 

 

      
   

   

1 ! 1 !
, 0,1,2,...

1 ! !
X

n x n m m
p x x

n n m x

   
 

  
             (4.16) 

 
และมีค่าเฉล่ียและความแปรปรวน คือ 

1

n

m
 


 และ 2

2

( 1)

( 2)( 1)

nm n m

m m


 


 
 ตามล าดบัจากสมการ 

(2.3) และ (2.4) จะไดว้า่ฟังก์ชนั w  ท่ีสัมพนัธ์กบัตวัแปรสุ่มโพลยาลบ คือ 
  2

( 1)( )
( )

1

x n x
w x

m 

 



  

ให ้ 1

1

m
p

n m




 
 และแทนค่า p  ลงใน ทฤษฎีบท 4.1 และ 4.2 ซ่ึงจะไดผ้ลลพัธ์ดงัต่อไปน้ี 

 

บทแทรก 4.3 ให ้ 1

1

m
p

n m




 
 แลว้จะไดว้า่ 

1. ส าหรับ {0}A   
 

    
    

2 1 2
, min ,

1 1 2
A

A

n m n
d X G

m n m n m m x

   
  

      
            (4.17) 

 
2. ส าหรับ 0 0x   

 

    
  

0 ,
1

n
d X G

m m n


 
              (4.18) 
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3. ส าหรับ 0x   

 

   
 

 

0

0

1

0

1 1 1
, min max 1, ,

1 1 1x

x

K

n q
d X G

m n m x p


     

   
      

     

        
    0 0 0

2 1 1
max ,

2 1 1 2m x x x p

  
 

     

                  (4.19) 

 
 จากอสมการ (4.17) – (4.19) การประมาณการแจกแจงโพลยาลบดว้ยการแจกแจง
เรขาคณิตจะใหผ้ลการประมาณท่ีดีเม่ือ m  มีค่ามาก 



บทที่ 5 
สรุปและอภปิรายผล 

 
สรุปและอภิปรายผล 
 การศึกษาในคร้ังน้ีใชว้ธีิของสไตน์และฟังกช์นั w  หาขอบเขตไม่เอกรูปส าหรับการ
ประมาณการแจกแจงของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบดว้ยการแจกแจงเรขาคณิต และ
ปรับปรุงขอบเขตไม่เอกรูปส าหรับการประมาณฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่า
จ  านวนเตม็ไม่เป็นลบดว้ยฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มเรขาคณิต เม่ือเปรียบเทียบ
ขอบเขตไม่เอกรูปแบบใหม่ท่ีไดจ้ากการศึกษาคร้ังน้ีกบัขอบเขตไม่เอกรูปแบบเดิมของ 
Teerapabolarn (2011) จะพบวา่ขอบเขตไม่เอกรูปแบบใหมดี่กวา่ขอบเขตไม่เอกรูปแบบเดิมใน
งานวจิยัของ Teerapabolarn (2011) นัน่คือ ขอบเขตไม่เอกรูปแบบใหมเ่ป็นเกณฑท่ี์ใชว้ดัความ
แม่นย  าของการประมาณไดดี้กวา่ขอบเขตแบบเดิม นอกจากน้ีในการวดัความแม่นย  าของการ
ประมาณฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบดว้ยฟังก์ชนั 
การแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มเรขาคณิต เกณฑ์แบบใหม่จะไม่มีขอ้จ ากดัเก่ียวกบัค่าของ q  ท่ีอยู่
ในช่วง 1

2
(0, ]  หรือ 2

3
(0, ]  เหมือนกบัในงานวจิยัของ Teerapabolarn (2011) แต่สามารถใชไ้ดก้บัทุก

ค่าของ (0,1)q  และส าหรับในการประยกุตใ์ชผ้ลลพัธ์ การศึกษาคร้ังน้ีไดน้ าผลลพัธ์ท่ีหาไดไ้ป
ประมาณการแจกแจงเรขาคณิตไฮเพอร์ลบ โพลยา และโพลยานิเสธ ซ่ึงผลการประยกุตท่ี์ไดดี้กวา่
ผลการประยกุตใ์นงานวิจยัของ Teerapabolarn (2011) เช่นเดียวกนั 
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