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บทคัดยอ

ผลเฉลยโซลิตอนของสมการชเรอดิงเจอรไมเชิงเสนที่มีการรบกวนสำหรับบรรยายคลื่นที่เคลื่อนที่ ในโฟโตนิกสคริสตอลจะสามารถ
ไดจากวิธีการกระจายไซดกอรดอนซึ่งจะสามารถหาโซลิตอนแบบ สวาง และ มืดได ความไมเสถียรของโซลิตอนจากการรบกวน
ในทิศตั้งฉากกับการเคลื่อนที่ของคลื่นจะแสดงไดจากอัตราการเพิ่ม

Soliton solution to the perturbed nonlinear Schrödinger equation, for describing the wave in the
photonic crystal, can be found by the sine-Gordon expansion method. This method provides both bright
and dark soliton solutions. The instability of the perturbed soliton in the perpendicular direction to the
wave motion will be shown from the growth rate.
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บทที่ 1

บทนำ

ในบทนี้จะเปนการรายงานภาพรวมของโซลิตอนที่อยูในโฟโตนิกสคริสตอล และ โมเดลที่ใชบรรยายโซลิตอน

1.1 โซลิตอน

คลื่นน้ำที่เกิดจากการรบกวนอยางแรงจะมีโอกาสเกิดคลื่นที่เคลื่อนที่โดยไมมีการลดลงของความสูงของคลื่นตลอดการเคลื่อนที่
หลังจากถูกรบกวนแลว ซึ่งเปนการคนพบครั้งแรกโดย John Scott Russell [1] ซึ่งตอมาไดมีนักวิทยาศาสตรไดสราง แบบ
จำลองทางคณิตศาสตรสำหรับการบรรยายคลื่นดังกลาว และ เรียกนี้วา Korteweg-de Vries (KdV) ตามชื่อผูนำเสนอ [1]
โดยมีลักษณะเปน

ϕt + ϕϕx + ϕxxx = 0 (1.1)

โดยตัวหอย t และx แสดงอนุพันธยอยเทียบกับเวลา และ อวกาศ (space) เทอมที่สองแสดงความไมเปนเชิงเสน (nonlinearity)
และ เทอมสุดทายแสดง ลักษณะการกระจายตัว (dispersion) ของคลื่น นอกจากจะสามารถหาไดจากคลื่นน้ำ บริเวณชายฝง
แลว (1.1) ยังสามารถหาไดจากตัวกลางพลาสมาเชนกัน [2] ผลเฉลยของสมการ KdV (1.1) แสดงถึงการวิวัฒนตามเวลาของ
ความสูงของคลื่น KdV แบบ traveling wave สามารถเขียนไดเปน

ϕ(x, t) = 12η2 sech2 η(x− V t− x0)

ซึ่ง η เปนคาคงที่ และ V แสดงอัตราเร็วของคลื่น รูปที่ 1.1 แสดงการเคลื่อนที่ของโซลิตอนจากสมการ (1.1) ที่ความสูง
ของคลื่นไมมีการเปลี่ยนแปลงขณะเคลื่อนที่ นอกจากสมการ KdV แลวยังมีสมการไมเชิงเสนอีกรูปหนึ่งซึ่ง สามารถใหผลเฉลย
ในรูปของฟงกชันที่บรรยายคลื่นโซลิตอนซึ่งรูจักในชื่อ สมการชเรอดิงเจอรไมเชิงเสน (nonlinear Schrödinger equation)
ซึ่งจะถูกใชในการบรรยายคลื่นโซลิตอนในไฟเบอร ใยแกวนำแสง โดยสมการจะถูกเรียกวา cubic nonlinear Schrödinger
equation (cNLS) [3]

iϕt + ϕxx + |ϕ|2ϕ = 0 (1.2)

ผลเฉลยของสมการ (1.2) ในรูปของ traveling wave จะเขียนไดเปน

ϕ(x, t) =
√
2η sech η(x− V t− x0) ei(xV /2−V t)

โดยV แสดงอัตราเร็วของโซลิตอน และ η เปนคาคงที่ รูปที่ 1.2 แสดงการวิวัตนตามเวลาของผลเฉลยของสมการ cNLS ดวย
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รูปที่ 1.1: การวิวัฒนของคลื่นโซลิตอนของสมการ KdV โดยใช η = 0.25, x0 = 0, V = 0.25
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รูปที่ 1.2: การวิวัฒนของคลื่นโซลิตอนของสมการ cNLS โดยใช η = 0.5, x0 = −30, V = 5.0

วิธีการหาผลเฉลยแบบ traveling wave solution จะทำใหเราสามารถหารูปของ ผลเฉลยที่เปนโซลิตอนออกมาได สำหรับ
สมการชเรอดิงเจอรไมเชิงเสนที่บรรยายการสั่นของประจุบวก ในสถานพลาสมาที่มีประจุลบวิ่งอยูรอบๆ [4] จะเขียนอยูในรูป

iϕt + ϕxx + |ϕ|1/2ϕ = 0 (1.3)

ผลเฉลยของสมการ (1.3) สามารถเขียนอยูในรูป

ϕ(x, t) = 400η4 sech2 η(x− V t− x0) ei(xV /2−V t)

และ การวิวัฒนของโซลิตอนนี้แสดงในรูป 1.3 สำหรับการที่เราจะเรียกคลื่นโซลิตารี วาโซลิตอน เราจะตองแสดงใหเห็นวาคลื่น

4



t

0

5

10

15

20

25

x −40
−20

0
20

40

|φ|

5

10

15

20

25

30

35

รูปที่ 1.3: การวิวัฒนของคลื่นโซลิตอนของสมการ sNLS โดยใช η = 0.5, x0 = −30, V = 5.0

ดังกลาว มีคุณสมบัติความเปนอนุภาค กลาวคือเมื่อคลื่นวิ่งชนกันแลว (การรวมกันแบบไมเชิงเสน) จะกลับมาเปนคลื่นแบบ
เดิม และ การแสดง คุณสมบัติลักษณะนี้เราสามารถทำไดงายๆโดยการใหคลื่นวิ่งชนกันในแบบจำลอง

1.2 การชนกันระหวางโซลิตอนสองตัว

ปรากฎการณอยางหนึ่งที่สำคัญซึ่งทำใหโซลิตอนแตกตางจากคลื่นแบบอื่นๆคือการชนกัน (collision) โดยจะไดโซลิตอนลักษณะ
เดิมกลับมาหลังจากชนกันแลว ดังแสดงใหดูตามรูปที่ 1.4 โดยใช เงื่อนไขเริ่มตนเปน

ϕ(x, t) = 12η21 sech2 η1(x− V1t− x01) + 12η22 sech2 η2(x− V2t− x02)

จากคาเริ่มตนตางๆ อัตราเร็วของคลื่นโซลิตอนไมเร็วมากทำใหมีเวลาในการศึกษาพฤติกรรมระหวางชนกันนาน ขึ้น โดยจะสังเกต
วาการชนกันระหวางคลื่นโซลิตารีในชวงเวลาที่ 30.8 ถึง 35 ไมใชเปนการ รวมกันแบบ superposition เหมือนคลื่นเชิง
เสนทั่วไป เพราะความสูงของคลื่นทั้งสองขณะชนกัน (t = 30.8) นำความสูงของคลื่นทั้งสองมารวมกัน ความสูงของคลื่น
จะลดลง แตหลังจากชนกันแลว ความสูงของคลื่นโซลิตารีจะกลับมาเปนแบบเดิม ลักษณะการชนแบบนี้เราจะเรียกวาชนแบบ
ยืดหยุด (elastic collision) และทำใหเราเรียกคลื่นโซลิตารีอีกชื่อหนึ่งวาคลื่นโซลิตอนนั่นเอง สำหรับสมการ cNLS เราจะใช
เงื่อนไขเริ่มตนเปน

ϕ(x, t) =
√
2η21 sech η1(x− x01) eixV1/2 +

√
2η22 sech η2(x− x02) eixV1/2

ผลการคำนวณเชิงตัวเลขจะแสดงในรูป 1.5 สำหรับเงื่อนไขนี้ความสูงของคลื่นโซลิตารีไมขึ้นกับอัตราเร็ว เรา
จำเปนตองกำหนด อัตราเร็วของคลื่นเอง และ สมการที่เราสนใจในกรณีหนึ่งมิติ จะใชเงื่อนไขเริ่ม
ตนเปน

ϕ(x, t) = 400η41 sech4 η1(x− x01) eixV1/2 + 400η42 sech4 η2(x− x02) eixV1/2
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รูปที่ 1.4: การชนกันของคลื่นโซลิตอน 2 ตัว ของสมการ KdV โดยใช η1 = 0.25, x01 = 0, V1 = 0.25, η2 = 0.4, x02 = −20, V2 = 0.64
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รูปที่ 1.5: การชนกันของคลื่นโซลิตอน 2 ตัว ของสมการ cNLS โดยใช η1 = 0.4, x01 = 0, V1 = 2.0, η2 = 0.55, x02 = −30, V2 = 5.0

ผลการคำนวณเชิงตัวเลขสำหรับการชนกันจะแสดงในรูป 1.6 สำหรับรูปที่ 1.7 แสดงเหตุการณทั้งหมด
ใน 3 มิติ เราจะพบวาสมการชเรอดิงเจอรไมเชิงเสนถูกใชบรรยายสัญญาณที่อยูในใยแกวนำแสง ซึ่ง
ถาเราสามารถนำสัญญาณในรูปของโซลิตอน หรือ คลื่นโซลิตารีใส เขาไปในใยแกวนำแสง ก็จะมีโอกาส
ที่จะทำใหสัญญาณ หรือ ขอมูลที่ถูกสงไปไมสูญเสียระหวางการเดินทาง หรือ เพิ่มระยะทางการกระตุน
สัญญาณใหยังคงเปน โซลิตอนเพื่อลดคาใชจาย หรือ ดวยเหตุผลอื่นๆทางวิศวกรรม นอกเหนือจาก
นี้การประยุกตใชสมการชเรอดิงเจอรไมเชิงเสนในการบรรยายพฤติกรรมของแสงที่ วิ่งอยูในระบบที่
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รูปที่ 1.6: การชนกันของคลื่นโซลิตอน 2 ตัว ของสมการ sNLS โดยใช η1 = 0.5, x01 = 0, V1 = 2.0, η2 = 0.55, x02 = −30, V2 = 5.0
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รูปที่ 1.7: แสดงมุมมองแนวสูงโดยใชเงื่อนไขเดียวกับรูป 1.6

มีพลังงานศักยแบบมีคาบ (periodic potential energy) [5, 6, 7] เมื่อคลื่นแมเหล็กไฟฟาวิ่งเขาไป
ใน บริเวณที่มีการเรียงกันของศักยแบบมีคาบ โดยใชการบรรยายแบบฟงกชัน Bloch (Bloch function)
จะทำใหไดสมการชเรอดิงเจอรไมเชิงเสน [8] เมื่อตัวกลางมีคาดัชนีหักเปนแบบมีคาบ

iat(z, t) + azz(z, t) + |a(z, t)|2a(z, t) = 0

เมื่อ a(z, t) เปนความสูงของคลื่นแมเหล็กไฟฟาที่ เคลื่อนที่ในใยแกว และ สำหรับการทดลองที่
แสดงวามีโซลิตอนในโฟโตนิกสคริสตอล [9] และ การหาสมการชเรอดิงเจอรไมเชิงเสนในรูปที่ใกล

7



เคียงกับระบบจริงๆ [10]
∂A

∂z
=

α1

2
A− i

β2
2
Att +

β3
6
Attt

+(iγeff − αTPA,eff)|A|2A+ (ik0kc,eff −
σeff
2

)NcA

โดยตัวแปรตางๆเปนคาคงที่ตามเงื่อนไขการทดลอง [9] และ A เปนความสูงของสัญญาณ นอก-
จากนี้การพิจารณาโซลิตอนในโฟโตนิกสคริสตอล โดยที่พิจารณาศักยในแบบของ Kronig-Penney [11]
จะทำใหไดสมการชเรอดิงเจอรไมเชิงเสนใน 1 มิติ เขียนอยูในรูปของ

iψt + ψxx +W (x)(1 + |ψ|2)ψ = 0

โดย w(x) เปนฟงกชันของระยะหางของโครงสราง สมการนี้จะอธิบายไดคลายกับสมการชเรอดิง
เจอรไมเชิงเสนที่มีการรบกวน เพื่อใหงายแตยังเปนโครงสราง ที่ใชอธิบายโซลิตอนในโฟโตนิกสคริส
ตอล เราจะพิจารณา [12]

iψt + ψxx + (1 + |ψ|2)ψ = 0. (1.4)

สำหรับศึกษาผลเฉลยเชิงสัญลักษณของสมการ (1.4) ที่ทำใหเปนไมมีมิติ (dimensionless) และ
การรบกวนเพื่อดูวาความยาวชวงใดที่จะทำใหผลเฉลยไมเสถียร รวม ทั้งมีโอกาสที่จะผลเฉลยจะเสถียร
หรือไมตามเงื่อนไขการรบกวน
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บทที่ 2

การหาผลเฉลยโซลิตอนเชิงสัญลักษณ

การหาผลเฉลยโซลิตอนของสมการไมเชิงเสนวิวัฒนตามเวลา (time evolution nonlinear equation)
สามารถทำไดโดยการแทนฟงกชันที่บรรยายชนิดของโซลิตอนไมวาจะเปน pulse และ kink ซึ่งการ
หาผลเฉลยในลักษณะนี้เราอาจเรียกกระบวนการนี้วาเปนการคำนวณเชิงสัญลักษณ (symbolic computation)
โดยหลักการจะเหมือนกับการใชอนุกรม (series) แทนคาคำตอบของสมการเชิงอนุพันธ แลวเทียบ
สัมประสิทธิ์ในตรงกัน แนวคิดนี้ไดถูกเสนอจาก Malfliet [13] โดยการใชฟงกชันไฮเปอรโบลิกเปน
ฟงกชันของอนุกรม อยางไรก็ตามเราจะใชใชแนวคิดของ [14] ซึ่งใชผลเฉลยของสมการ sine-Gordon [15]
มาเปนฟงกชันของอนุกรม

สมการ sine-Gordon และ การหาผลเฉลย

uxx − utt = m2 sin(u) (2.1)

โดย u = u(x, t) และm เปนคาคงที่ หนึ่งในผลเฉลยของสมการนี้เปนฟงกชันที่สามารถใชบรรยาย
โซลิตอนได ทำใหไดรับความสนใจจากนักวิทยาศาสตรหลายคน การหาผลเฉลยโซลิตอนของสมการ
(2.1) จะใชการแปลงตามความสัมพันธดังนี้

ξ = η(x− ct)

เมื่อ c เปนอัตราเร็วของคลื่น เมื่อแทนลงในสมการ (2.1) จะพบวา
d2u

dξ2
=

m2

η2(1− c2)
sinu

อินทิเกรตเทียบกับ u หนึ่งครั้งจะพบวา(uξ
2

)2

=
m2

η2(1− c2)
sin2

(u
2

)
+ d

โดย d เปนคาคงที่ของการอินทิเกรต เมื่อพิจารณาเงื่อนไขของโซลิตอน (u = 0, uξ = 0) จะ
พบวา d = 0 กอนที่จะหาผลเฉลย เราจะเปลี่ยนตัวแปรอีกครั้ง เพื่อความสะดวก โดย a2 =
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m2/(η2(1− c2)) และ w = u/2 ดังนั้น(
dw

dξ

)2

= a2 sin2w

เมื่ออินทิเกรตเทียบกับ ξ อีกครั้งจะพบวา

cscw + cotw = e−a(ξ−ξ0)

เมื่อ ξ0 เปนคาคงที่ของการอินทิเกรต หรือ

cot
w

2
= e−a(ξ−ξ0)

จากความสัมพันธนี้ จะทำใหเราสามารถบรรยาย w ในเทอมของ ξ ไดเปน

sinw = sech a(ξ − ξ0)

cosw = tanh a(ξ − ξ0)

เราสามารถเขียนอนุกรมในเทอมของฟงกชัน ไฮเปอรโบลิกผานทางฟงกชันตรีโกณฯ และ เพื่อ
ความสะดวกเราจะกำหนดให a = 1 ดังนั้น อนุกรมสำหรับคำตอบของ สมการจะสามารถเขียน
ไดเปน

u(w) =
∑
j=1

n cosj−1w [Bj sinw + Aj cosw] + A0 (2.2)

การหาคา n จะใชการเทากันของอันดับ (degree) ระหวางเทอมที่มีอนุพันธสูงสุดกับ อันกับของ
เทอมที่เปนไมเชิงเสน ถากำหนดให D แทนคาของอันดับของ ฟงกชันใดๆ

D(sin2w + 3 cosw) = 2

เพราะอันดับสูงสุดของฟงกชันนี้เปน 2 ในขณะที่ฟงกชันที่มี

D

(
d2

dw2
(sin2w + 3 cosw)

)
= 4

เนื่องจากฟงกชันตรีโกณฯเมื่อหาอนุพันธ จะไมทำใหอันดับลดลงไป แตจะเพื่มขึ้นตามจำนวนครั้งที่
หาอนุพันธ ตอไปจะพิจารณาสมการ (1.4) โดยพิจารณาการแปลงตามความสัมพันธ

ξ = η(x− ct)

และ
ψ(x, t) = u(ξ) ei(kx−ωt), (2.3)

แทน (2.3) ใน (1.4) โดยจะแบงออกเปนเทอมที่เปนจำนวนจินตภาพจะเขียนไดเปน

k =
c

2
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และ เทอมที่เปนจำนวนจริง

η2uξξ + (1 + |u|2)u− (ω + k2)u = 0. (2.4)

เมื่อพิจารณาการทำกันของอันดับ (degree) ของเทอมแรก และ เทอมที่สามของ (2.4) เมื่อแทน
(2.2) จะพบวา

D(uξξ) = n+ 2 และ D(u3) = 3n

และ ทำให n = 1 หรือ อนุกรมที่เราจะตองใชในกรณีนี้คือ

u(ξ) = B1 sin(w(ξ)) + A1 cos(w(ξ)) + A0

จะเทียบสัมประสิทธิ์ในหนาฟงกชันตรีโกณฯ ซึ่งจะพบวา
คาคงที่

A0 + A3
0 + 3A0B

2
1 − A0k

2 + A0ω = 0

cos(w(ξ)):

−A1 + 3A2
0A1 + 3A1B

2
1 − A1k

2 − 2A1η
2 + A1ω = 0

sin(w(ξ)):
B1 + 3A2

0B1 +B3
1 −B1k

2 −B1η
2 +B1ω = 0

sin(w(ξ)) cos(w(ξ)):
6A0A1B1 = 0

cos2(w(ξ)):
3A0A

2
1 − 3A0B

2
1 = 0

sin(w(ξ)) cos2(w(ξ)):

3A2
1B1 −B3

1 + 2B1η
2 = 0

cos3(w(ξ)):
A3

1 − 3A1B
2
1 + 2A1η

2 = 0

เราสามารถเลือกคา A1 หรือ B1 เปนศูนยได โดยจะเลือกให A1 เปนศูนยกอน จะทำใหได

A0 = 0, B1 = η
√
2, ω = c2/4− η2 − 1

ดังนั้นผลเฉลยของ (1.4) จะเขียนไดเปน

ψ(x, t) = η
√
2 sech η(x− ct) ei(cx/2−{ c2

4 −eta2−1}t) (2.5)

การวิวัฒนตามเวลาจะแสดงไดดังรูป 2.1 ผลเฉลยมีลักษณะเปน pulse หรือ เรียกวา bright soliton
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รูปที่ 2.1: การวิวัฒนตามเวลาของผลเฉลย (2.5)โดย c = η = 0.5

โดยจะวิ่งเหนือตัวกลาง และ อีกเงื่อนไขหนึ่งคือ กรณีที่ B1 = 0 จะพบวา

A0 = 0, A1 = iη
√
2, ω = (c2/4 + 2η2 − 1)

ผลเฉลยของ (1.4) จะเขียนไดเปน

ψ(x, t) = iη
√
2 tanh(η(x− ct))ei(cx/2−{ c2

4 +2η2−1}t) (2.6)

การวิวัฒนตามเวลาจะแสดงไดดังรูป 2.2 ซึ่งจะเปน pulse อยูใตตัวกลางที่คลื่นที่ โดยเราจะเรียก

รูปที่ 2.2: การวิวัฒนตามเวลาของผลเฉลย (2.6) โดย c = η = 0.5

คลื่นลักษณะนี้วา dark soliton และ จากผลเฉลยทั้งสองแบบจะเปนคลื่นที่เคลื่อนที่โดยไมมีการ
ลดลงของความสูงของคลื่นซึ่งเปนลักษณะของ คลื่นโซลิตารี และ เมื่อนำคลื่นแตละแบบมาวิ่งชน

12



กันจะพบวาโครงสรางของคลื่นกลับมาเหมือนเดิมหลังชน ดังแสดงไดจากรูป 2.3 ในลำดับถัดไปเรา

รูปที่ 2.3: การวิวัฒนตามเวลาของผลเฉลย (2.5) 2 ตัว โดยทั้งสองใช c = 0.65, η = 0.5

จะพิจารณาความไมเสถียรของ bright soliton ที่มีการรบกวน ในแนวตั้งฉากกับการเคลื่อนที่จาก
ฟงกชันที่มีความยาวคลื่นสูงๆ และ เขียนอัตราการเพิ่ม ในเทอมของความยาวคลื่นที่นำมารบกวน
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บทที่ 3

การรบกวนของจากคลื่นความยาวสูงในแนวตั้งฉาก

เราจะวิเคราะหความไมเสถียรของผลเฉลยโซลิตอนจากการรบกวนดวยคลื่นที่มีความยาวคลื่นสูง หรือ
k̄ = 2π/λ << 1 ซึ่งเราจะใชคลื่นที่รบกวนเปนคลื่นฟงกชัน cosine โดย เฉลยของ (1.4) สา-
มารถเขียนไดเปน

ψ0(x, t) = u(ξ) ei(kx−ωt)

และ
u(ξ) = η

√
2 sech(ηx)

จะเปนผลเฉลยที่ยังไมไดถูกรบกวน เมื่อใสการรบกวนเขาไปในทิศตั้งฉากกับการเคลื่อนที่ของคลื่น จะ
พบวา

ψ =
(
u(ξ) + ϵn(ξ) eik̄y+γt

)
ei(kx−ωt) (3.1)

โดย ϵ เปนคาที่เล็กมาก n เปนฟงกชันที่บรรยายพฤติกรรมระหวางการถูกรบกวน k̄ เปนความยาวคลื่น
ที่นำมารบกวน และ γ แสดงคาของอัตราการเพิ่ม ซึ่ง ถาคา γ > 0 จะเกิด อัตราการเพิ่มสูงขึ้น
ตามเวลา ในขณะที่ γ < 0 จะเปนเปนการลดลง (decay) ตามเวลา สวน γ ที่เปนจำนวนเชิงซอน
จะบอกถึงการสั่น (oscillation) ซึ่งสองคาหลังเราไมสนใจเพราะไมได ทำใหเกิดผลอะไร เนื่องจาก
เราพิจารณาการรบกวนในอีกแนวการเคลื่อนที่ ซึ่งตองขยายมิติของ (1.4) ของแกน y อีก จึงสามารถ
เขียนไดเปน

iψt + ψxx + ψyy + (1 + |ψ|2)ψ = 0 (3.2)

เราจะแทนคาสมการ (3.1) ลงใน สมการ (3.2) โดย เก็บคาถึง ϵ กำลัง 1 ในสวนของ ϵ0 จะได
สมการตามในสวนที่เปนจำนวนจริง และ เซิงซอน ตามลำดับดังนี้

(ω − k2)u(ξ) + η2uξξ + |u(ξ)|2u(ξ) = 0

(−c+ 2k)ϕ0ξ = 0

สำหรับอันดับของ ϵ จะสามารถเขียนไดเปน

int + η2nξξ + n∗u2 + 2|u|2n+ ωn− k2n+ nyy = 0 (3.3)
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n∗ เปน complex conjugate ของ n และ สำหรับความเปนไปไดของฟงกชัน n เราจะกำหนด
ให

n(ξ, y, t) = r(ξ, y, t) + iv(ξ, y, t)

∝ (w(ξ), v(ξ)) eik̄y+γt (3.4)

เมื่อแทนคา n ในสมการ (3.4) ลงในสมการ (3.3) จะแยกพิจารณาเปนคาจริงไดเปน
η2rξξ + (3u2 + ω + 1− k2 − k̄2)r(ξ) = γv(ξ) (3.5)

และ สวนที่เปนจำนวนเชิงซอนจะเขียนไดเปน
η2vξξ + (u2 + ω + 1− k2 − k̄2)v(ξ) = −γr(ξ) (3.6)

จาก(3.5) และ (3.6) จะเขียนใหอยูในเทอมของ Lagrangian เพื่อสะดวกในการหาคา v และ w
จากการการใชฟงกชันทดลอง (trial function)

S =

∫ ∞

−∞
Ldt (3.7)

โดย

L = −
η2r2ξ
2

+
η2v2ξ
2

− γvr +
[(
6η2 sech2 ξ + 1 + ω − k2 − k̄2

)] r2
2

−
[(
2η2 sech2 ξ + 1 + ω − k2 − k̄2

)] v2
2

สำหรับหาผลเฉลยของสมการ (3.5) และ (3.6) โดยคิดการแปรเปลี่ยน (variational method) จะ
ตองหาฟงกชันทดลองมากอน โดยเราสามารถกำหนดเปนฟงกชันอะไรก็ได แตตองปรับเปลี่ยนเพื่อ
ใหคา S มีคานอยที่สุด เราจะใชผลเฉลยของ (3.5) และ (3.6) ในกรณีที่กำหนดให γ = k̄ = 0

เพราะวาเปนผลเฉลยที่เสถียรเนื่องจากสมการ (3.1) มีลักษณะเปนการสั่น (oscillation) และจะใส
คาสำหรับการปรับเพื่อใหไดคาที่ต่ำสุดหนาฟงกชันโดย

r(ξ) = β sech2(ξ)

v(ξ) = α sech(ξ)

โดย α และ β เปนคาคงที่ และเลือกให η = 1 เพื่อความสะดวกในการคำนวณ และฟงกชัน
ทดลองเปนผลเฉลยของสมการ ชเรอดิงเจอรไมเชิงเสนอันดับที่สาม เราจะเขียนโปรแกรมสำหรับการ
คำนวณหาคาอัตราการเพิ่มโดยใชโปรแกรม Mathematica [16] ซึ่งจะสามารถหาอัตราการเพิ่มที่
เปนผลจากการรบกวนดวยคลื่นความยาวคลื่นสูงๆไดเปน

γ2 =
32k2(3− k̄2)

3π2

จะแสดงตามรูป 3.1 ในชวงระหวาง k̄ ∈
[
0,
√
3
]
จะเปนชวงที่ทำใหคลื่นโซลิตอนที่ถูกรบกวน

ไมเสถียร
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รูปที่ 3.1: ผลอัตราการเพิ่ม
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