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บทคัดยอ
งานวิจัยนี้พัฒนาวิธีการใหมเพื่อหาผลเฉลยของสมการอนุพันธเชิงเศษสวนแบบคอนฟอเมเบิล โดยการนําอนุกรมกําลังเชิงเศษ-

สวนเขามาชวยในการหาผลเฉลยของสมการเชิงเศษสวนแบบคอนฟอเมเบิลหลายสมการ เชน สมการอนุพันธเชิงเศษสวน สมการ ปริ
พันธ-อนุพันธเชิงเศษสวน ผลที่ไดแสดงใหเห็นวาวิธีการที่ไดพัฒนาขึ้นนั้นสามารถนําไปใชในการหาผลเฉลยไดเปนอยางดี
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Abstract
In this research, a new method is developed for solving the conformable fractional differential equations. A

general form of fractional power series is introduced in the sense of the conformable fractional derivative, with
corresponding convergence property. To illustrate the functionality of the proposed expansion, we apply the
corresponding iterative power series scheme to several fractional (integro-) differential equations. Our results are
shown to demonstrate the efficiency of the proposed method.
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1 บทนํา
1.1 ความสําคัญและที่มาของปญหาที่ทําการวิจัย

สมการเชิงอนุพันธ (differential equations) เปนแบบจําลองทางคณิตศาสตรรูปแบบหนึ่งที่นําไปใชอยางแพรหลายในการ
อธิบายปรากฏการณทางวิทยาศาสตร และวิศวกรรมศาสตร ไมวาจะเปนปญหาการเคลื่อนที่ของโปรเจคไทล ปญหาเกี่ยวกับการ
สลายตัวของสารเคมี และปญหาเกี่ยวกับปฏิกิริยาเคมี เปนตน แตอยางไรก็ตามแบบจําลองในรูปแบบของสมการเชิงอนุพันธที่สราง
ขึ้นนั้นจะมีความซับซอนแตกตางกันตามปญหาที่นําไปอธิบาย ทําใหการหาผลเฉลยมีความยุงยากและซับซอนตามไปดวย ดวยเหตุ
นี้ จึงมีนักวิจัยที่พยายามคิดคนวิธีการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธในรูปแบบของผลเฉลยวิเคราะห (analytical solution)
เพื่อนําไปอธิบายปรากฏการณตามแบบจําลองที่ ไดสรางขึ้น ซึ่งสําหรับบางสมการ ไมวาจะเปนสมการเชิงอนุพันธแบบไมเชิงเสน
(nonlinear differential equations) สมการอนุพันธเชิงเศษสวน (fractional differential equations) เปนตน การหาผลเฉลย
วิเคราะหทําไดยากและมีขั้นตอนในการคํานวณคอนขางซับซอน ดวยเหตุนี้ จึงมีงานวิจัยที่เกี่ยวของกับการพัฒนาวิธีการหาผลเฉลย
วิเคราะห สําหรับสมการเชิงอนุพันธนี้ออกมาอยางมากมาย

ในป ค.ศ. 1970 George Adomian นักคณิตศาสตรชาวอเมริกา คิดคนวิธีการ เรียกวา วิธีการแยกอโดเมียน (Adomian
decomposition method, ADM) สําหรับการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามัญ (ordinary differential equations) และ
สมการเชิงอนุพันธยอย (partial differential equations) ที่เปนเชิงเสน (linear) และไมเปนเชิงเสน (nonlinear) ตอมา วิธีการแยก
อโดเมียนถูกนํามาประยุกตใชกับปญหาตาง ๆ ไดอยางกวางขวาง เชน ปญหาทางฟสิกส ชีววิทยา และเคมี ซึ่งผลเฉลยที่ไดจากวิธีการ
แยกอโดเมียนจะอยูในรูปของอนุกรมอนันต และผลเฉลยที่ไดจะเปนการประมาณคาผลเฉลยวิเคราะห (approximation analytical
solution) สําหรับการหาผลเฉลยโดยวิธีการแยกอโดเมียนในสมการเชิงอนุพันธ โดยเฉพาะอยางยิ่งสมการเชิงอนุพันธแบบไมเชิงเสน
จะมีการคํานวณมีความยุงยากและมีความซับซอน ดังนั้น จึงไดมีนักวิจัยมากมายพยายามที่จะปรับปรุงวิธีการแยกอโดเมียน เพื่อที่จะ
ทําใหการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธนี้มีความซับซอนนอยลง ลดขั้นตอนในการคํานวณ และไดผลเฉลยที่ถูกตอง รวดเร็ว

1.2 วัตถุประสงคของโครงการวิจัย
1. ศึกษาวิธีการหาผลเฉลยของสมการอนุพันธเชิงเศษสวนคอนฟอเมเบิลในรูปแบบไมเชิงเสน

2. เพื่อสรางองคความรูใหมในการหาผลเฉลยของสมการอนุพันธเชิงเศษสวนคอนฟอเมเบิล

3. เพื่อลดขั้นตอนและความซับซอนของวิธีการหาผลเฉลยของสมการอนุพันธเชิงเศษสวนคอนฟอเมเบิลใหงายขึ้น

4. ตีพิมพเผยแพรผลงานวิจัยในวารสารทางวิชาการระดับนานาชาติ ที่มีผูประเมินอิสระและเปนที่ยอมรับในวงวิชาการ

1.3 ขอบเขตของโครงการวิจัย
ในงานวิจัยนี้นําเสนอวิธีการปรับปรุงการแยกอโดเมียน เพื่อหาผลเฉลยของสมการสมการอนุพันธเชิงเศษสวนคอนฟอเมเบิล

1.4 วิธีดําเนินการวิจัย
ในการวิจัยครั้งนี้ ผูวิจัยกําหนดวิธีการดําเนินการ ดังนี้

1. คนควาและรวบรวมเอกสารที่เกี่ยวของกับสมการอนุพันธเชิงเศษสวนแบบคอนฟอเมเบิล

2. รวบรวมความรูพื้นฐานและขอมูลที่ไดจากการคนควา เพื่อหาผลเฉลยของสมการอนุพันธเชิงเศษสวนแบบคอนฟอเมเบิล โดยมี
แนวคิดดังนี้

3. นําองคความรูที่ไดเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธกับวิธีที่ใชในปจจุบัน เชน วิธีการแยกอโด
เมียน เปนตน
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4. รวบรวมผลของการวิจัยในโครงการที่ไดเพื่อเขียนและสรุปผลงานวิจัย รวมทั้งเตรียมเอกสารสําหรับสงตีพิมพและเขียนรายงาน
การวิจัย

5. สงรายงานเพื่อตีพิมพลงในวารสารทางวิชาการระดับนานาชาติและสงรายงานวิจัยฉบับสมบูรณ

1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ
1. ดานวิชาการ

ไดองคความรูใหมที่เปนทางเลือกของนักวิจัยในการเลือกใชวิธีการผลเฉลยของสมการอนุพันธเชิงเศษสวน อีกทั้งเปนแนวทาง
ในการพัฒนาวิธีการผาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธแบบอื่น ๆ ใหมีประสิทธิภาพมากยิ่งขึ้น

2. เปนองคความรูในการวิจัยตอไป
ผลที่ไดจากงานวิจัยนี้ สามารถนําไปใชในการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธซึ่งเปนแบบจําลองทางคณิตศาสตรที่สําคัญใน
ศาสตรที่เกี่ยวของตอไป

3. การเผยแพรผลงาน
ผูวิจัยจะนําเสนอผลงานในที่ประชุมวิชาการและสงผลงานตีพิมพในรูปแบบวารสารระดับนานาชาติ
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2 วิธีดําเนินการวิจัย
1. คนควาและรวบรวมเอกสารที่เกี่ยวของ กับสมการอนุพันธเชิงเศษสวน

2. ศึกษาความรูเกี่ยวกับนิยามและทฤษฎีบทตางๆ ที่เกี่ยวกับการใชวิธีการแยกอโดเมียนหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธและ
สมการเชิงอนุพันธเศษสวน จากเอกสารที่เกี่ยวของ

3. คนควาหาเอกสาร ตํารา วารสาร และเอกสารสิ่งพิมพที่เกี่ยวของกับงานวิจัยที่กําลังดําเนินการวิจัยอยูจากแหลงขอมูลตาง ๆ

4. โดยการอาศัยความรูพื้นฐานที่ไดจากการศึกษาตามระเบียบวิธีตามขอ 2. - 3. หาแนวทางในการหาผลเฉลยของสมการเชิง
อนุพันธเศษสวนคอนฟอเมเบิล ซึ่งขั้นตอนวิธีเปนดังตอไปนี้

Generalized conformable fractional power series
นิยาม Generalized fractional power series (GFPS) จุดศูนยกลาง t = t0 อยูในรูปของอนุกรมอนันต

∞∑
i+j=0

cij(t− t0)
iα+j = c00 + c01(t− t0)

1 + c10(t− t0)
α + c02(t− t0)

2

+ c11(t− t0)
α+1 + c20(t− t0)

2α + · · · ,

เมื่อ cij เปนสัมประสิทธของอนุกรม และ i, j ∈ N, t ≥ 0

โดยทั่วไปแลวเมื่อ α = 1, จะไดวา
∞∑
k=0

ck(t− t0)
k เมื่อ ck =

∑
i+j=k cij

นอกจากนี้ GFPS สามารถเขียน Cauchy product แทนดวย
∞∑

i+j=0

cij(t− t0)
iα+j =

( ∞∑
i=0

ai(t− t0)
iα

) ∞∑
j=0

bj(t− t0)
j


เมื่อ cij = aibj .

GFPS จุดศูนยกลาง t0 = 0 เขียนแทนดวย
∞∑

i+j=0

cijt
iα+j = c00 + c01t

1 + c10t
α + c02t

2 + c11t
α+1 + c20t

2α + · · · ,

ดังนั้น Cauchy product แทนดวย
∞∑

i+j=0

cijt
iα+j =

( ∞∑
i=0

ait
iα

) ∞∑
j=0

bjt
j

 ,

เมื่อ cij = aibj .
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Convergence of generalized conformable fractional power series

บทแทรก ถา
∞∑
k=0

akt
kα ลูเขา สําหรับ t = a > 0 แลว อนุกรมนี้จะลูเขาแบบสัมบูรณ (absolutely convergence) สําหรับ

t ∈ (0, a)

ทฤษฎีบท ถา A =

∞∑
k=0

akt
kα และ B =

∞∑
k=0

bkt
k ที่ทําให A ลูเขาแบบสัมบูรณสู a สําหรับ t = ta > 0 และ B ลูเขาสู b

สําหรับ t = tb > 0 แลว Cauchy product of A และ B ลูเขาสู ab สําหรับ t = tc > 0 เมื่อ tc = min {ta, tb} .

Generalized conformable fractional power series method
จาก

Tα[tp] = ptp−α สําหรับ ทุก ๆ p ∈ R.

ถา
y(t) =

∞∑
i+j=0

cijt
iα+j

ดังนั้น

1. Tα[y(t)] = αc10 + 2αc20t
α + 3αc30t

2α + · · ·

+c01t
1−α + (α+ 1)c11t+ (2α+ 1)c21t

α+1 + (3α+ 1)c31t
2α+1 + · · ·

+2c02t
2−α + (α+ 2)c12t

2 + (2α+ 2)c22t
α+2 + (3α+ 2)c32t

2α+2 + · · ·

+3c03t
3−α + (α+ 3)c13t

3 + (2α+ 3)c23t
α+3 + (3α+ 3)c33t

2α+3 + · · ·

+4c04t
4−α + (α+ 4)c14t

4 + (2α+ 4)c24t
α+4 + (3α+ 4)c34t

2α+4 + · · ·
...

นั่นคือ
Tα[y(t)] =

∞∑
i=1

(iα)ci0t
(i−1)α +

∞∑
j=1

(j)c0jt
j−α +

∞∑
i+j=0

[(i+ 1)α+ j + 1]ci+1,j+1t
iα+j+1.

2. T 2α[y(t)] = (α)(2α)c20 + (2α)(3α)c40t
α + (3α)(4α)c40t

2α + (4α)(5α)c50t
3α + · · ·

+(1− α)c01t
1−2α + (α+ 1)c11t

1−α + (2α+ 1)(α+ 1)c21t+ · · ·

+2(2− α)c02t
2−2α + 2(α+ 2)c12t

2−α + (2α+ 2)(α+ 2)c22t
2 + · · ·

+3(3− α)c03t
3−2α + 3(α+ 3)c13t

3−α + (2α+ 3)(α+ 3)c23t
3 + · · ·

+4(4− α)c04t
4−2α + 4(α+ 4)c14t

4−α + (2α+ 4)(α+ 4)c24t
4 + · · ·

...
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นั่นคือ
T 2α[y(t)] =

∞∑
i=2

((i− 1)α)(iα)ci0t
(i−2)α +

∞∑
j=1

(j − α)(j)c0jt
j−2α

+

∞∑
j=1

(j)(j + α)c1jt
j−α

+

∞∑
i+j=0

[((i+ 2)α+ j + 1)((i+ 1)α+ j + 1)]ci+2,j+1t
iα+j+1,

เมื่อ T 2α = TαTα

Generalized conformable fractional power series method to differential equations
จากการหาผลเฉลยแบบอนุกรมของสมการเชิงอนุพันธสามัญ นํามาสูแนวคิดการผลเฉลยแบบอนุกรมเชิงเศษสวนของสมการ
เชิงอนุพันธเชิงเศษสวนแบบคอนฟอเมเบิล ดังนี้ ใหผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธเชิงเศษสวนแบบคอนฟอเมเบิล แทนดวย

y(t) =

∞∑
i+j=0

cij(t− t0)t
iα+j

เมื่อ cij แทนสัมประสิทธิ์ที่ไมทราบคา
ในงานวิจัยนี้ สนใจที่จะหาผลเฉลยรอบจุด t = t0 นั่นคือ ผลเฉลยจะอยูในรูปของ

y = c00 + c01t
1 + c10t

α + c02t
2 + c11t

α+1 + c20t
2α + · · · =

∞∑
i+j=0

cijt
iα+j

โดยจะทําการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธเชิงเศษสวนแบบคอนฟอเมเบิล

T 2αy(t) + aTαy(t) + by(t) = g(t),

และสมการเชิงอนุพันธ-ปริพันธ เชิงเศษสวนแบบคอนฟอเมเบิลand (fractional integro-differential equations)

Tα[y(t)] = g(t) + λ

∫ 1

0

k(t, τ)[y(τ)]qdτ, q ≥ 1,

พรอมเงื่อนไขคาเริ่มตน

y(i)(0) = ai, i = 0, 1, . . . , r − 1, r − 1 < α ≤ r, r ∈ N.

5. นําวิธีการที่ไดจากขอ 4. หาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธเศษสวนคอนฟอเมเบิล
6. สรุปผล เตรียมเอกสารสําหรับการตีพิมพ สงตีพิมพ และเขียนรายงานการวิจัย

3 ผลการวิจัย
จากวิธีการวิจัยที่ไดพัฒนาขึ้นนั้น สามารถนําไปใชในการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธเศษสวนคอนฟอเมเบิล ดัง

ตัวอยางตอไปนี้
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ตัวอยางที่ 1 แสดงการหาผลเฉลยของ

Tα[y(t)] = λy(t), y(0) = y0, t > 0. (1)

วิธีทํา ให
y(t) =

∞∑
i+j=0

cijt
iα+j

เปนผลเฉลยของสมการ (1)
แทนคา

Tα[y(t)] =

∞∑
i=1

(iα)ci0t
(i−1)α +

∞∑
j=1

(j)c0jt
j−α +

∞∑
i+j=0

[(i+ 1)α+ j + 1]ci+1,j+1t
iα+j+1,

ลงในสมการ (1) จะได
∞∑
i=1

(iα)ci0t
(i−1)α +

∞∑
j=1

(j)c0jt
j−α +

∞∑
i+j=0

[(i+ 1)α+ j + 1]ci+1,j+1t
iα+j+1 = λ

∞∑
i+j=0

cijt
iα+j . (2)

นํา λ

∞∑
i+j=0

cijt
iα+j ลบออกทั้งสองขางของสมการ (2) จะได

∞∑
i=1

(iα)ci0t
(i−1)α +

∞∑
j=1

(j)c0jt
j−α +

∞∑
i+j=0

[(i+ 1)α+ j + 1]ci+1,j+1t
iα+j+1 − λ

∞∑
i+j=0

cijt
iα+j = 0. (3)

จัดรูปใหม จะได
∞∑

i+j=0

[(i+ 1)α+ j + 1]ci+1,j+1t
iα+j+1 =

∞∑
i+j=1

[(i+ 1)α+ j]ci+1,jt
iα+j −

∞∑
i=2

(iα)ci0t
(i−1)α. (4)

แทนสมการ (4) ลงในสมการ (3) จะได

∞∑
i=1

(iα)ci0t
(i−1)α +

∞∑
j=1

(j)c0jt
j−α +

∞∑
i+j=1

[(i+ 1)α+ j]ci+1,jt
iα+j

= 0. (5)
−

∞∑
i=2

(iα)ci0t
(i−1)α − λ

∞∑
i+j=0

cijt
iα+j

พิจารณาพจนที่ 1 ของสมการ (5) เขียนแทนพจนที่ 1 ดวย i = 2 และ เขียนแทนพจนสุดทายดวย i = 1 จะได

αc10 +

∞∑
i=2

(iα)ci0t
(i−1)α +

∞∑
j=1

(j)c0jt
j−α +

∞∑
i+j=1

[(i+ 1)α+ j]ci+1,jt
iα+j

= 0. (6)
−

∞∑
i=2

(iα)ci0t
(i−1)α − λc00 − λ

∞∑
i+j=1

cijt
iα+j
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นั่นคือ
αc10 +

∞∑
j=1

(j)c0jt
j−α +

∞∑
i+j=1

[(i+ 1)α+ j]ci+1,jt
iα+j − λc00 − λ

∞∑
i+j=1

cijt
iα+j = 0.

เปรียบเทียบสัมประสิทธิ์ของพจนที่มีเลขยกกําลังของ t ที่เทากัน จะได

c10 =
λ

α
c00, (7)

และ
ci+1,j =

λcij
[(i+ 1)α+ j]

, for i+ j ≥ 1. (8)

เรียกสมการ (7) และสมการ (8) วา ความสัมพันธเวียนเกิด (recurrence relation) และจะได

c20 =
λ2c00
(2)α2

, c30 =
λ3c00

(2 · 3)α3
, c40 =

λ4c00
(2 · 3 · 4)α4

, . . . .

เขียนใหอยูในรูปพจนทั่วไป จะได
ci0 =

λic00
i!αi

, i = 0, 1, 2, 3, . . . .

ดังนั้น

cij =


λiy0
αii!

; i ≥ 0, j = 0,

0; otherwise.

จาก
y(t) =

∞∑
i+j=0

cijt
iα+j ,

ดังนั้น ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (1) คือ

y(t) =

∞∑
i=0

ci0t
iα = c00

∞∑
i=0

λi

αii!
tiα = c00e

λ( tα

α ). (9)

จากเงื่อนไขคาเรื่มตน y(0) = y0

y0 = c00e
0 = y0

ดังนั้น
c00 = y0.

ผลเฉลยเฉพาะของสมการ (1) คือ

y(t) =

∞∑
i=0

ci0t
iα = y0

∞∑
i=0

λi

αii!
tiα = y0e

λ( tα

α ).

ผลการเปรียบเทียบคําตอบโดยประมาณกับคําตอบชัดแสดงไดดังรูปที่ 1 เมื่อ 0 < α ≤ 1, y0 = 1 และ λ = 1 �

ตัวอยางที่ 2 แสดงการหาผลเฉลยของ

Tα[y(t)]− λy(t) = t2−α, y(0) = y0, (10)
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รูปที่ 1: ผลการเปรียบเทียบคําตอบโดยประมาณกับคําตอบชัดของตัวอยางที่ 1 เมื่อ 0 < α ≤ 1, y0 = 1 และ λ = 1

เมื่อ 0 < α ≤ 1 และ t ≥ 0

วิธีทํา ให
y(t) =

∞∑
i+j=0

cijt
iα+j

เปนผลเฉลยของสมการ (10)
จากเงื่อนไขคาเริ่มตน สามารถเขียนผลเฉลยใหอยูในรูปของ

y(t) = y0 +

∞∑
i+j=1

cijt
iα+j . (11)

จาก
Tα[y(t)] =

∞∑
i=1

(iα)ci0t
(i−1)α +

∞∑
j=1

(j)c0jt
j−α +

∞∑
i+j=0

[(i+ 1)α+ j + 1]ci+1,j+1t
iα+j+1,

แทนสมการ (10) จะได

∞∑
i=1

(iα)ci0t
(i−1)α +

∞∑
j=1

(j)c0jt
j−α +

∞∑
i+j=0

[(i+ 1)α+ j + 1]ci+1,j+1t
iα+j+1

= t2−α

−λ

∞∑
i+j=0

cijt
iα+j (12)

จัดรูปใหม จะได
∞∑

i+j=0

[(i+ 1)α+ j + 1]ci+1,j+1t
iα+j+1 =

∞∑
i+j=1

[(i+ 1)α+ j]ci+1,jt
iα+j −

∞∑
i=2

(iα)ci0t
(i−1)α. (13)

แทนสมการ (13) ลงในสมการ (12) จะได
ดังนั้น
เปรียบเทียบสัมประสิทธิ์ของพจนที่มีเลขยกกําลังของ t ที่เทากัน จะได

c10 =
λc00
α

, c02 =
1

2
,
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∞∑
i=1

(iα)ci0t
(i−1)α +

∞∑
j=1

(j)c0jt
j−α +

∞∑
i+j=1

[(i+ 1)α+ j]ci+1,jt
iα+j

= t2−α

−
∞∑
i=2

(iα)ci0t
(i−1)α − λ

∞∑
i+j=0

cijt
iα+j (14)

αc10 +

∞∑
j=1

(j)c0jt
j−α +

∞∑
i+j=1

[(i+ 1)α+ j]ci+1,jt
iα+j

= t2−α.

−λc00 − λ

∞∑
i+j=1

cijt
iα+j

และ
ci+1,j =

λcij
[(i+ 1)α+ j]

, for i+ j ≥ 1

จะได

c12 =
λ

2(α+ 2)
, c22 =

λ2

2(α+ 2)(2α+ 2)
, c32 =

λ3

2(α+ 2)(2α+ 2)(3α+ 2)
, . . . ,

และ
c20 =

λ2y0
(2)α2

, c30 =
λ3y0

(2 · 3)α3
, c40 =

λ4y0
(2 · 3 · 4)α4

, . . . .

ซึ่งสามารถเขียนใหอยูในรูปความสัมพันธเวียนเกิด แทนดวย

cij =



λi

2(α+ 2)(2α+ 2)(3α+ 2) · · · (iα+ 2)
; i ≥ 0, j = 2,

λiy0
αii!

; i ≥ 1, j = 0,

0; คาอื่น ๆ

จาก
y(t) = y0 +

∞∑
i+j=1

cijt
iα+j

ดังนั้น ผลเฉลยของสมการ (10) คือ

y(t) = y0 +
λ

α
y0t

α +
1

2
t2 +

∞∑
i=1

ci2t
iα+2 +

∞∑
i=2

ci0t
iα. (15)

�
เมื่อแทน α = 1 ลงในสมการ (10) จะได

y′ − λy = t, y(0) = y0. (16)
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รูปที่ 2: ผลการเปรียบเทียบคําตอบโดยประมาณกับคําตอบชัดของตัวอยางที่ 2 เมื่อ 0 < α ≤ 1, y0 = 1 และ λ = 1

ซึ่งมีผลเฉลย เปน
y(t) = y0 + λy0t+

1

2
t2 +

∞∑
i=1

ci2t
i+2 +

∞∑
i=2

ci0t
i, (17)

เมื่อ ci2 = λi

(i+2)! , for i ≥ 1 and ci0 = λiy0

i! , for i ≥ 2.

จาก
eλt =

∞∑
i=0

(λt)i

i!
,

ดังนั้น ผลเฉลยสมการ (16) แทนดวย
y(t) =

(
y0 +

1

λ2

)
eλt − 1

λ2
− t

λ
.

ผลการเปรียบเทียบคําตอบโดยประมาณกับคําตอบชัดแสดงไดดังรูปที่ 2 เมื่อ 0 < α ≤ 1, y0 = 1 และ λ = 1 �

ตัวอยางที่ 3 แสดงการหาผลเฉลยของ

T 2α[y(t)]− 2Tα[y(t)] + y(t) = (2− α)t2−2α, 0 < α ≤ 1, t ≥ 0. (18)

วิธีทํา ให
y(t) =

∞∑
i+j=0

cijt
iα+j (19)

เปนผลเฉลยของสมการ (18) จาก

Tα[y(t)] =

∞∑
i=1

(iα)ci0t
(i−1)α +

∞∑
j=1

(j)c0jt
j−α +

∞∑
i+j=0

[(i+ 1)α+ j + 1]ci+1,j+1t
iα+j+1,

และ

T 2α[y(t)] =

∞∑
i=2

((i− 1)α)(iα)ci0t
(i−2)α +

∞∑
j=1

(j − α)(j)c0jt
j−2α +

∞∑
j=1

(j)(j + α)c1jt
j−α

+

∞∑
i+j=0

[((i+ 2)α+ j + 1)((i+ 1)α+ j + 1)]ci+2,j+1t
iα+j+1,



17

แทนลงในสมการ (18) จะได

α(2α)c20 +

∞∑
i=3

(iα)(i− 1)αci0t
(i−2)α +

∞∑
j=1

(j)(j − α)c0jt
j−2α

+

∞∑
j=1

(j)(j + α)c1jt
j−α

+

∞∑
i+j=0

[((i+ 2)α+ j + 1)((i+ 1)α+ j + 1)]ci+2,j+1t
iα+j+1 = (2− α)t2−2α.

−2αc10 − 2

∞∑
i=2

(iα)ci0t
(i−1)α − 2

∞∑
j=1

(j)c0jt
j−α

−2

∞∑
i+j=0

[(i+ 1)α+ j + 1]ci+1,j+1t
iα+j+1 + c00 +

∞∑
i+j=1

cijt
iα+j

เลื่อนดัชนีของพจนที่มีเลขชี้กําลัง iα จะได

α(2α)c20 +

∞∑
i=1

[(i+ 2)α][(i+ 1)α]ci+2,0t
iα +

∞∑
j=1

(j)(j − α)c0jt
j−2α

+

∞∑
j=1

(j)(j + α)c1jt
j−α

+

∞∑
i+j=0

[((i+ 2)α+ j + 1)((i+ 1)α+ j + 1)]ci+2,j+1t
iα+j+1 = (2− α)t2−2α.

−2αc10 − 2

∞∑
i=1

[(i+ 1)α]ci+1,0t
iα − 2

∞∑
j=1

(j)c0jt
j−α

−2

∞∑
i+j=0

[(i+ 1)α+ j + 1]ci+1,j+1t
iα+j+1 + c00

+

∞∑
i+j=0

ci,j+1t
iα+j+1 +

∞∑
i=1

ci0t
iα

เปรียบเทียบสัมประสิทธิ์ของพจนที่มีเลขชีกําลังของ t ที่เทากัน จะได

c20 =
2αc10 − c00

α(2α)
, (20)

ci+2,0 =
2[(i+ 1)α]ci+1,0 − ci0
[(i+ 2)α][(i+ 1)α]

, สําหรับ i ≥ 1, (21)

c02 =
1

2
, (22)

c12 =
1

α+ 2
, (23)
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และ
ci+2,j+1 =

2[(i+ 1)α+ j + 1]ci+1,j+1 − ci,j+1

[(i+ 2)α+ j + 1][(i+ 1)α+ j + 1]
, for i+ j ≥ 0. (24)

และ
ci0 =

iαc10 − (i− 1)c00
αii!

,

c2i,2 =
2i+ 1

2[α+ 2][2α+ 2][3α+ 2] · · · [(2i)α+ 2)]
,

c2i+1,2 =
i+ 1

[α+ 2][2α+ 2][3α+ 2] · · · [(2i+ 1)α+ 2)]
,

สําหรับ i ≥ 0 และ cij = 0 คาอื่น ๆ
จาก

y(t) = y0 +

∞∑
i+j=1

cijt
iα+j ,

ผลเฉลยของสมการ (18) คือ

y(t) = c00 +

∞∑
i=1

iαc10 − (i− 1)c00
αii!

tiα +

∞∑
i=0

2i+ 1

2[α+ 2][2α+ 2][3α+ 2] · · · [(2i)α+ 2]
t2iα+2

+

∞∑
i=0

i+ 1

[α+ 2][2α+ 2][3α+ 2] · · · [(2i+ 1)α+ 2]
t(2i+1)α+2.

แทนคา α = 1 ลงในสมการ (18) จะได
y′′ − 2y′ + y = 1. (25)

และมีผลเฉลยแทนดวย

y(t) = c00 +

∞∑
i=1

ic10 − (i− 1)c00
i!

ti +

∞∑
i=0

2i+ 1

2 · 3 · 4 · · · (2i+ 2)
t2i+2

+

∞∑
i=0

i+ 1

3 · 4 · 5 · · · (2i+ 3)
t2i+3.

= c00 +

∞∑
i=1

ic10 − (i− 1)c00
i!

ti +

∞∑
i=2

(i− 1)

i!
ti.

จาก
et =

∞∑
i=0

ti

i!
,

ดังนั้นผลเฉลยสมการ (25) แทนดวย

y(t) = (c10 − c00 + 1)tet + (c00 − 1)et + 1.

รูปที่ 3 ผลการเปรียบเทียบคําตอบโดยประมาณกับคําตอบชัด เมื่อ 0 < α ≤ 1, c00 = 2 และ c01 = 8 �
ตัวอยางที่ 4 แสดงการหาผลเฉลยของ fractional Fredholm integro-differential equation

Tα[y(t)] = tet + et − t+

∫ 1

0

ty(τ)dτ, 0 < α ≤ 1, 0 ≤ t < 1, y(0) = 0. (26)
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รูปที่ 3: ผลการเปรียบเทียบคําตอบโดยประมาณกับคําตอบชัดของตัวอยางที่ 3 เมื่อ 0 < α ≤ 1, c00 = 2 และ c01 = 8

วิธีทํา ให
y(t) =

∞∑
i+j=0

cijt
iα+j

เปนผลเฉลยของสมการ (26)
จาก

Tα[y(t)] =

∞∑
i=1

(iα)ci0t
(i−1)α +

∞∑
j=1

(j)c0jt
j−α +

∞∑
i+j=0

[(i+ 1)α+ j + 1]ci+1,j+1t
iα+j+1, (27)

ให
y(τ) =

∞∑
i+j=0

cijτ
iα+j .

จาก y(τ) ลูเขา ดังนั้น
∫ 1

0

y(τ)dτ =

∫ 1

0

∞∑
i+j=0

cijτ
iα+jdτ

=

∫ 1

0

[
c00 + c01τ + c10τ

α + c02τ
2 + c11τ

α+1 + c02τ
2α + · · ·

]
dτ

= c00 +
c01
2

+
c10

α+ 1
+

c02
3

+
c11

α+ 2
+

c20
2α+ 1

+ · · ·

=

∞∑
i+j=1

cij
[iα+ j + 1]

,

(28)
เมื่อ c00 = 0

แทนสมการ (27) และสมการ (28) ลงในสมการ (26) จะได
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∞∑
i=1

(iα)ci0t
(i−1)α +

∞∑
j=1

(j)c0jt
j−α +

∞∑
i+j=0

[(i+ 1)α+ j + 1]ci+1,j+1t
iα+j+1

= −t.

−t

∞∑
i=0

ti

i!
−

∞∑
i=0

ti

i!
− t

∞∑
i+j=1

cij
[iα+ j + 1]

(29)

จัดรูปใหม จะได

αc10 +

∞∑
i=2

(iα)ci0t
(i−1)α +

∞∑
j=1

(j)c0jt
j−α + c11(α+ 1)t

+

∞∑
i+j=1

[(i+ 1)α+ j + 1]ci+1,j+1t
iα+j+1 = −t.

−t− t

∞∑
i=1

ti

i!
− 1− t−

∞∑
i=2

ti

i!
− t

∞∑
i+j=1

cij
[iα+ j + 1]

เปรียบเทียบสัมประสิทธิ์พจนที่มีเลขชี้กําลังของ t ที่เทากัน จะได

c10 =
1

α
, (30)

c11 =
α+ 2

α2 + 3α+ 1

 ∞∑
i+j=1

cij
[iα+ j + 1]

+ 1

 , where i ̸= 1 and j ̸= 1, (31)

และ
c1j =

j + 1

j!(α+ j)
, for j = 2, 3, 4, 5, . . . . (32)

จากความสัมพันธเวียนเกิด สมการ (31) จะได

c11 =
α+ 2

α2 + 3α+ 1

α(α+ 1) + 1

α(α+ 1)
+

∞∑
j=2

j + 1

j!(α+ j)(α+ j + 1)

 ,

c1j =
j + 1

j!(α+ j)
for j = 0, 2, 3, 4, 5, . . . ,

และ cij = 0 คาอื่น ๆ
จาก

y(t) =

∞∑
i+j=1

cijt
tiα+j

,

เปนผลเฉลยของสมการ (26) จะได
y(t) = c11t

α+1 +
tα

α
+

∞∑
j=2

j + 1

j!(α+ j)
tα+j , (33)

เมื่อ
c11 =

α+ 2

α2 + 3α+ 1

α(α+ 1) + 1

α(α+ 1)
+

∞∑
j=2

j + 1

j!(α+ j)(α+ j + 1)

 .
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)

 

 

α=1

α=0.75

α=0.5

α=0.25

รูปที่ 4: ผลการเปรียบเทียบคําตอบโดยประมาณกับคําตอบชัดของตัวอยางที่ 4 เมื่อ 0 < α ≤ 1.

�
ให α = 1, ในสมการ (26) จะได

y′ = tet + et − t+

∫ 1

0

ty(τ)dτ, y(0) = 0. (34)

ซึ่งมีผลเฉลยคือ
y(t) = c11t

2 + t+

∞∑
j=2

tj+1

j!
, (35)

เมื่อ c11 =
3

5

3
2
+

∞∑
j=2

j + 1

(j + 2)!

.
จาก

∞∑
j=2

j + 1

(j + 2)!
≃ 1

6
และ et =

∞∑
j=0

tj

j!
, ดังนั้น ผลเฉลยสมการ (34) แทนดวย

y(t) = t2 + t+ t

∞∑
j=2

tj

j!
= tet

ผลการเปรียบเทียบคําตอบโดยประมาณกับคําตอบชัดแสดงไดดังตัวอยางที่ 4 สําหรับ α = 0.25, 0.5, 0.75, 1 �

4 สรุปและอภิปรายผลการวิจัย
งานวิจัยนี้พัฒนาวิธีการใหมเพื่อหาผลเฉลยของสมการอนุพันธเชิงเศษสวนแบบคอนฟอเมเบิล โดยการนําอนุกรมกําลังเชิง

เศษสวนเขามาชวยในการหาผลเฉลยของสมการเชิงเศษสวนแบบคอนฟอเมเบิลหลายสมการ เชน สมการอนุพันธเชิงเศษสวน สมการ
ปริพันธ-อนุพันธเชิงเศษสวน ผลที่ไดแสดงใหเห็นวาวิธีการที่ไดพัฒนาขึ้นนั้นสามารถนําไปใชในการหาผลเฉลยไดเปนอยางดี

5 ขอเสนอแนะ
วิธีการที่ไดจากงานวิจัยนี้สามารถนําพัฒนาตอยอดในการนําไปใช หาผลเฉลยของระบบสมการอนุพันธเชิงเศษสวน ซึ่งเปนสมการที่
สําคัญอยางยิ่งทั้งทางดานวิทยาศาสตรและวิศวกรรมศาสตร
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6 ผลผลิต (Output)
6.1 ผลงานตีพิมพ
ผลงานวิจัยไดถูกตีพิมพในวารสารวิชาการระดับนานาชาติ ในฐานขอมูล SCOPUS SJR Q4 แลว ดังนี้

• Thanompolkrang, S., & Poltem, D. (2019). Generalized fractional power series for solving nonlinear fractional
integro-differential equations. Far East Journal of Mathematical Sciences, 111(1), 133-144.

ผลงานวิจัยไดถูกตีพิมพในวารสารสืบเนื่องจากการประชุมวิชาการระดับนานาชาติ แลว ดังนี้
• Thanompolkrang, S., & Poltem, D. (2018). Generalized fractional power series to conformable fractional
differential equations. In Proceedings of International Conference in Mathematics and Applications Mahidol
University (ICMA-MU 2018) (pp. 135-142). Bangkok, Thailand.

6.2 การผลิตบัณฑิต
1. นางสาวสิรัญญา ถนอมพลกรัง

นิสิตระดับปริญญาโท ภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยบูรพา สําเร็จการศึกษาในปการศึกษา ๒๕๖๑
2. นางสาวชนินันท บรรเทากิจ

นิสิตระดับปริญญาโท ภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยบูรพา สําเร็จการศึกษาในปการศึกษา ๒๕๖๑

3. นายวรชาติ อิ่มเล็ก
นิสิตระดับปริญญาโท ภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยบูรพา คาดวาจะสําเร็จการศึกษาในปการศึกษา
๒๕๖๒
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Abstract 

In this paper, an analytical solution to nonlinear fractional         

integro-differential equations based on a generalized fractional power            

series expansion is presented. The fractional derivatives are of the 

conformable type. The new approach is a modified form of the well-

known Taylor series expansion. Illustrative examples are presented to 

demonstrate the accuracy and effectiveness of the proposed method. 

1. Introduction 

Fractional calculus and differential equations have been widely explored 

due to their great importance in scientific and engineering problems. For 

example, fractional calculus is applied in fluid-dynamic traffic modeling 
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[10], signal processing [19], control theory [5], and economics [3]. For        

more details and applications of fractional derivatives, we refer the reader to     

[21, 15, 7, 6]. Several types of fractional derivatives have been introduced      

to date. The most popular of which are Riemann-Liouville and Caputo 

fractional derivatives, but these two kinds of derivatives do not satisfy         

the product rule. Recently, Khalil et al. [13] introduced a new definition           

of fractional derivative, called conformable fractional derivative, which 

satisfies the product rule. The basic properties of the conformable fractional 

derivative have been obtained [1, 22]. Real-world phenomena often are 

modeled by the linear and nonlinear fractional differential equations [4, 25]. 

Many mathematical formulations contain nonlinear integro-differential 

equations with fractional order. However, integro-differential equations are 

usually difficult to solve analytically, so it is necessary to obtain an efficient 

approximate solution. Rawashdeh [20] applied a collocation method to  

study the integro-differential equations of fractional order, and the authors of     

[24] applied a spectral collocation method to solve stochastic fractional 

integro-differential equations. Momani and Noor [16] applied the Adomian 

decomposition method (ADM) to approximate solutions for fourth-order 

integro-differential equations of fractional order. Nawaz [17] applied           

the variational iteration method and homotopy perturbation method for 

fourth-order fractional integro-differential equations, and the authors of [26] 

presented a computational method based on the second kind Chebyshev 

wavelet to solve fractional nonlinear Fredholm integro-differential 

equations. In [11], an approximated solution of fractional integro-differential 

equations using the Taylor expansion method is presented. Among these 

methods, the Taylor expansion method is the most attractive. To date, 

several fractional power series expansions have been presented in the 

literature [8, 9, 18, 2, 23, 14, 12]. In [2], a new algorithm for obtaining a 

series solution for a class of fractional differential equations was presented. 

Syam [23] investigated a numerical solution of fractional Lienard’s equation 

by using the residual power series method. In [14], a new method, called         

the restricted fractional differential transform method (RFDTM), was  

developed to solve rational- or irrational-order fractional differential 



A Generalized Fractional Power Series for Solving Nonlinear … 135 

equations. Recently, Jaradat et al. [12] proposed a new method based on a 

Taylor series expansion to solve fractional (integro-)differential equations 

and compared numerical solutions with exact solutions. A new series 

expansion was proposed to obtain closed-form solutions of fractional 

(integro-)differential equations of the Caputo type. This expansion provides 

a more integrated representation of the fractional power series with a related 

convergence theorem called a generalized fractional power series (GFPS). 

In this paper, we adopt the conformable fractional derivative with GFPS 

and apply it to solve nonlinear integro-differential equations: 

            1

0
1,, qdytkthtyT q  (1) 

subject to the initial condition 

   ,0 0yy   (2) 

where ,10    ,tk  and  th  are smooth functions. The derivative used 

is the conformable fractional derivative. The paper is organized as follows. 

In Section 2, some preliminaries used in this work details the proposed 

method, which is the GFPS in the conformable fractional derivative are 

presented. Some analytical and numerical results are presented in Section 3. 

Section 4 gives the conclusions of the paper. 

2. The Generalized Conformable Fractional Power Series Method 

In this section, definitions and properties of the conformable fractional 

derivative and the GFPS are presented. The derivative in equation (1) is the 

conformable fractional derivative which was defined in [13]. Throughout the 

rest of this section, it is assumed that  .1,0  

Definition 2.1. Given a function   ,,0: f  the conformable 

fractional derivative of f order  is defined by 

       







 tfttf
tfT

1

0
lim  (3) 

for all .0t  
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Theorem 2.2. If f and g are -differentiable at a point where ,0t  

then 

     ,gbTfaTbgafT    

for all ., ba  

The power rule of the conformable fractional derivative is as follows. 

Theorem 2.3. The conformable fractional derivative of the power 

function is given by 

  ,  pp pttT  

for all .p  

The generalized fractional power series (GFPS) [12] was implemented  

to solve equation (1), starting with the following definition and properties 

related to the GFPS. 

Definition 2.4. A generalized fractional power series of the form 






 
0

2
20

1
11

2
0210

1
0100

ji

ji
ij tctctctctcctc   (4) 

was used, where ,0t  is called the generalized fractional power         

series (GFPS) about .0t  ijc  denotes the coefficients of the series, where 

 .0, ji  

Moreover, the GFPS can be naturally obtained as a Cauchy product of a 

fractional power series and a power series as follows: 

  










































0 00

,
ji j

j
j

i

i
i

ji
ij tbtatc  (5) 

where .jiij bac   
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Proposition 2.5. If 



0k

k
k ta  converges for some ,0 at  then it 

converges absolutely for  .,0 at   

Proof. See [12]. 

Corollary 2.6. If 
0k

k
k tb  converges for some ,0 bt  then it 

converges absolutely for  .,0 bt   

Proof. See [12]. 

Theorem 2.7. Consider the two power series 



0k

k
k taA  and 




0k
k

k tbB  such that A converges absolutely to a for ,0 att  and  

B converges to b for .0 btt  Then the Cauchy product of A and B 

converges to ab for ,0 ctt  where  .,min bac ttt   

Proof. See [12]. 

Theorem 2.8. If  ty  is a generalized fractional power series, 

  



0

,
ji

ji
ijtcty  then the conformable fractional derivative of  ty  

of order  within the interval of convergence of 0t  is given by 

         








 
1 1

0
1

0
i j

j
j

i
i tjctictyT  

  





 

0

1
1,1 .11

ji

ji
ji tjic  (6) 

Proof. Since  ty  converges, the conformable fractional derivative of 

order  can be operated term-by-term within the interval of convergence of 

.0t  Then equation (6) is obtained. 

To solve problems (1) and (2), we assumed that solution  ty  takes the 

form 
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0

,
ji

ji
ijtcty  (7) 

where   00 yy   and ijc  are constants to be determined. Clearly, .000 yc   

The proposed expansion (6) is utilized to introduce a parallel scheme        

to the power series solution method. Illustrative examples are presented            

to demonstrate the accuracy and effectiveness of the proposed method in 

Section 3. 

3. Numerical Results 

In this section, three examples of the nonlinear integro-differential 

equations are presented to exhibit the usefulness of the expansion (6). It 

should be noted here that all the necessary calculations and graphical 

analyses were done with MATLAB 2017a. 

Example 3.1. Consider the nonlinear Fredholm fractional integro-

differential equation 

      1

0
10,10, tdtytetetyT tt  (8) 

subject to the initial condition,   .00 y  

In accordance with the previous discussion and using the initial 

condition, the proposed generalized fractional power series solution to 

equation (8) has the form 

   





1

.
ji

ji
ijtcty  (9) 

By substituting equation (9) into equation (8), the coefficients ,ijc  

,1 ji  are determined by equating the coefficients of like powers of t 

through determining a formal recurrence relation. This obtains 
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      ,

!1
1

1
11

13

2

2
211 





















 



j
jjj

j
c  (10) 

  !
1

1 jj
j

c j 
  for ...,,4,3,2,0j  (11) 

and 0ijc  otherwise. Therefore, the exact solution of equation (8) is 

    














2

1
11 ,

!
1

j

jt
jj

jt
tcty  (12) 

with 11c  as in equation (10). Particularly, with ,1  the exact solution for 

the classical version of equation (8) is thus obtained as 

  







2

1
2 .

!
j

t
j

te
j

t
ttty  (13) 

Figure 1 illustrates the approximate solutions for ,75.0,5.0,25.0  1 

in  .1,0I  

 

Figure 1. The approximate solution of Example 3.1 for ,5.0,25.0  

.1,75.0  
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Example 3.2. Consider the Volterra integro-differential equation 

        t
ytdytyT

0
.00,10,10,1  (14) 

Upon substituting all the relevant quantities into equation (14) and 

collecting powers of t, we have 

,
1

10 
c  (15) 

 
        











 iiii
c

i

ii 1121
11

,1  for ...,,3,2,1i  (16) 

where 0ijc  otherwise. Then the exact solution is 

    







 



1

1
,1 ,

1

i

ii
ii tctty  (17) 

where iic ,1  satisfies equation (16). 

Particularly, we can see the approximate solutions for ,1  which are 

derived for different values of t. Then the exact solution in a closed form      

is   .sin tty   Figure 2 shows the effect of  on the solution for   

1,75.0,5.0,25.0  in  .1,0I  

Example 3.3. Consider the nonlinear Fredholm fractional integro-

differential equation 

       
1

0

42
1

2
3

2
1

1260
2 dyt

t
tttyT  (18) 

subject to the initial condition,   .00 y  
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Figure 2. The approximate solution of Example 3.2 for ,5.0,25.0  

.1,75.0  

Since the definite integral in equation (18) completely depends on the 

variable , the solution is spanned by the monomials  .,, 22
3

ttt  That is, 

   2
02

2
3

1101 tctctcty   (19) 

with 

    .2
2
3 2

3

0211
2
1

01
2
1

tctctctyT   (20) 

By substituting all the relevant quantities into equation (18) and equating 

the coefficients of like powers of t from both sides, we obtain ,101 c  

,102 c  and 11c  satisfies 

 .012
20995
1024

21
4

255
128

11
2
11

3
1111 





 





  cccc  (21) 

Subsequently, we have exact solutions of the form   ,2
3

11
2 tcttty   

where 11c  satisfies equation (21). 
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4. Conclusions 

In this paper, the analytical solution to nonlinear integro-differential 

equations based on the GFPS was demonstrated. Three numerical examples 

were presented. Figures 1 and 2 showed that as  increases, the approximate 

solution decreases. The results reveal that exact solutions are obtained in the 

form of a rapidly convergent series with an easily computable component.  

In conclusion, the proposed scheme could be used further to study identical 

applications. It could be extended to solve a variety of fractional differential 

and integral equations in the science and engineering fields. 
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Abstract

In this paper, a new general form of fractional power series is in-
troduced in the sense of the conformable fractional derivative, with cor-
responding convergence property. To illustrate the functionality of the
proposed expansion, we apply the corresponding iterative power series
scheme to several fractional differential equations. Our results illustrate
the power, efficiency, simplicity, and reliability of the proposed method.

1 Introduction

Fractional calculus has attracted much attention in the past twenty years. Frac-
tional calculus and fractional differential equations (FDEs) are widely explored
subjects thanks to the great importance of many applications in both pure
and applied science. The definition of fractional derivatives have been many
definitions. Most popular definitions are the Riemann-Liouville and Caputo
definitions, we refer to reader to [1–3]. In [4] the authors gave a new defini-
tion of factional derivative and fractional integral. The new definition seems
to be a natural extension of the usual derivative called conformable fractional
derivative. This new definition satisfies formulas of derivative of product and
quotient of two functions and has a simpler the chain rule. Abdeljawad [5]

Key words: fractional power series, fractional differential equation, conformable derivative.
(2010) Mathematics Subject Classification: 26A33; 35C10
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proceed on to develop the definitions there and set the basic concepts in this
new simple interesting conformable fractional calculus. He provided left and
right conformable fractional derivatives, fractional integrals of higher orders
concepts. Moreover, he presented the fractional chain rule, the fractional in-
tegration by parts formulas, Gronwall inequality, the fractional power series
expansion and the fractional Laplace transform definition.

Recently, many researchers got interested in looking at FDEs as new model
equations for many engineering problems. However, many of these such FDEs
do not possess exact solutions. So it is required to obtain an efficient approx-
imate solution. Some works in this field are with regard to the power series
solutions around an ordinary point and a regular-singular point homogeneous
sequential linear conformable fractional differential equations of order 2α in
the case of variable coefficients [6,7]. Several fractional power series expansions
have been presented in the literature [8–11]. However, they all lack sufficient in-
teger exponents. Jaradat [12] provided a more integrated representation of the
fractional power series with a related convergence theorem, called a generalized
fractional power series (GFPS) in the Caputo sense.

In this work, we adopt the conformable fractional derivative with GFPS
and apply it to solve FDEs. The paper is organized as follows. In Section
2 we introduce some necessary definitions and mathematical preliminaries of
conformable fractional calculus. In Section 3 the GFPS in conformable type is
presented. In Section 4 we present some numerical results, which demonstrate
the accuracy of the proposed method. Also, a conclusion is given in Section 5.

2 Preliminaries

In this section, we present some definitions of the conformable fractional deriva-
tive and GFPS.

Definition 1. [4] Given a function f : [0,∞) → R, where the conformable
fractional derivative of f order α is defined by

Tα[f(t)] = lim
ε→0

f(t+ εt1−α)− f(t)

ε
, ∀t > 0, α ∈ (0, 1]. (2.1)

If f is α-differentiable in the interval (0, a), a > 0, and limt→0+ f
(α)(t)

exists, the define f (α)(0) = limt→0+ f
(α)(t).

Theorem 2.1. [4] Let α ∈ (0, 1] and f, g be α-differentiable at a point t > 0.
Then

1. Tα[af + bg] = aTα[f ] + bTα[g], for all a, b ∈ R.

2. Tα[tp] = ptp−α, for all p ∈ R.

3. Tα[λ] = 0, for all constant functions λ.
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4. Tα[fg] = fTα[g] + gTα[f ].

5. Tα[f/g] = (gTα[f ]− fTα[g]) /g2, g 6= 0.

6. In addition, if f is differentiable, then

Tα[f(t)] = t1−α
df(t)

dt
.

Definition 2. [12] A generalized fractional power series (GFPS) centered at
t0 = 0 is an infinite series of the form

∞∑

i+j=0

cijt
iα+j = c00 + c01t

1 + c10t
α + c02t

2 + c11t
α+1 + c20t

2α + · · · , (2.2)

where i, j ∈ N, t ≥ 0 is a variable of indeterminate and cij ’s are the coefficients
of the series.

Moreover, the GFPS is naturally obtained as a Cauchy product of two power
series, as follows,

∞∑

i+j=0

cijt
iα+j =

( ∞∑

i=0

ait
iα

)

∞∑

j=0

bjt
j


 , (2.3)

where cij = aibj .

Proposition 2.2. [12] If
∑∞
k=0 akt

kα converges for some t = a > 0, then it
converges absolutely for t ∈ (0, a).

Corollary 2.3. [12] If
∑∞
k=0 bkt

k converges for some t = b > 0, then it con-
verges absolutely for t ∈ (0, b).

Theorem 2.4. [12] Consider the two power series A =
∑∞
k=0 akt

kα and B =∑∞
k=0 bkt

k such that A converges absolutely to a for t = ta > 0 and B converges
to b for t = tb > 0. Then, the Cauchy product of A and B converges to ab for
t = tc > 0 where tc = min {ta, tb} .

3 Main Results

In this section, we introduce a GFPS in the conformable fractional derivative
sense. A direct computation yields Tα[tp] = ptp−α, ∀p ∈ R. Thus, by term-by-
term differentiation within the interval of convergence of t > 0,

y(t) =

∞∑

i+j=0

cijt
iα+j ,
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then

Tα[y(t)] =
∞∑

i=1

(iα)ci0t
(i−1)α +

∞∑

j=1

(j)c0jt
j−α

+
∞∑

i+j=0

[(i+ 1)α+ j + 1]ci+1,j+1t
iα+j+1, (3.1)

and

T 2α[y(t)] =
∞∑

i=2

(iα)(i− 1)ci0αt
(i−2)α

+

∞∑

j=1

(j)(j − α)c0jt
j−2α +

∞∑

j=1

(j)(j + α)c1jt
j−α

+

∞∑

i+j=0

[((i+ 2)α+ j + 1)((i+ 1)α+ j + 1)]ci+2,j+1t
iα+j+1, (3.2)

where T 2α = TαTα.

4 Numerical Results

In this section, we have dealt with three FDEs to exhibit the usefulness of
GFPS expansion.

Example 4.1. Consider the conformable fractional initial value problem:

Tα[y(t)] = λy(t), y(0) = y0, t > 0, (4.1)

where 0 < α ≤ 1.

In the previous discussion and using the initial condition, the proposed
generalized fractional power series solution to equation (4.1) has the form

y(t) = y0 +

∞∑

i+j=1

cijt
iα+j . (4.2)

By substituting equations (4.2) and (3.1) into (4.1) and equating the coefficient
of like powers of t from both sides, the following recursive formula is obtained

ci+1,j =
λcij

[(i+ 1)α+ j]
for i+ j ≥ 1.

This implies

ci0 =
λiy0
αii!

, for i ≥ 0 and cij = 0, otherwise.
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Therefore, the exact solution of equation (4.1) is given by

y(t) =

∞∑

i=0

λiy0
αii!

tiα = y0e
λtα/α.

Particularly, with α = 1, it can be obtained that the exact solution for the
classical version of (4.1) is

y(t) = y0e
λt.

The comparison of the exact solution and the approximate solution for different
values of 0 < α ≤ 1 is shown in Figure 1 by using y0 = 1 and λ = 1.
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α=0.5

α=0.25

Figure 1: The approximate solution of Example 4.1 for some 0 < α ≤ 1.

Example 4.2. Consider the following fractional initial value problem:

Tα[y(t)]− λy(t) = t2−α, y(0) = y0, (4.3)

where 0 < α ≤ 1 and t ≥ 0.

Substituting equations (2.2) and (3.1) into (4.3), the coefficients cij ,
i + j ≥ 0, are determined by equating coefficients of like powers of t through
determining a formal recurrence relation, we obtained

ci2 =
λi

2(α+ 2)(2α+ 2)(3α+ 2) · · · (iα+ 2)
for i ≥ 0,

ci0 =
λiy0
i!αi

, for i ≥ 0 and cij = 0, otherwise.

Then, the exact solution of equation (4.3) is

y(t) = y0 +
λ

α
y0t

α +
1

2
t2 +

∞∑

i=1

ci2t
iα+2 +

∞∑

i=2

ci0t
iα.
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Figure 2: The approximate solution of Example 4.2 for some 0 < α ≤ 1.

In particular when α = 1, the exact solution for the classical version of equation
(4.3) is given by

y(t) =

(
y0 +

1

λ2

)
eλt − 1

λ2
− t

λ
.

Figure 2 shows graphically the comparison between the exact solution and the
approximate solutions for various values of α with y0 = 1 and λ = 1.

Example 4.3. Consider the following fractional differential equation:

T 2α[y(t)]− 2Tα[y(t)] + y(t) = (2− α)t2−2α, 0 < α ≤ 1, t ≥ 0. (4.4)

By substituting equations (2.2), (3.1) and (3.2) into (4.4) and equating the
coefficients of like powers of t from both sides, we have

ci0 =
iαc10 − (i− 1)c00

αii!
,

c2i,2 =
2i+ 1

2[α+ 2][2α+ 2][3α+ 2] · · · [(2i)α+ 2)]
,

c2i+1,2 =
i+ 1

[α+ 2][2α+ 2][3α+ 2] · · · [(2i+ 1)α+ 2)]
,

for i ≥ 0, and cij = 0 otherwise. Substituting the resulting coefficients back
into the equation (4.4) gives the following exact solution

y(t) = c00 +

∞∑

i=1

iαc10 − (i− 1)c00
αii!

tiα

+

∞∑

i=0

2i+ 1

2[α+ 2][2α+ 2][3α+ 2] · · · [(2i)α+ 2]
t2iα+2

+

∞∑

i=0

i+ 1

[α+ 2][2α+ 2][3α+ 2] · · · [(2i+ 1)α+ 2]
t(2i+1)α+2.

140



S. Thanompolkrang and D. Poltem

Particularly, when α = 1, the exact solution for the classical version of equation
(4.4) can be obtained as

y(t) = (c10 − c00 + 1)tet + (c00 − 1)et + 1.

Figure 3 illustrates the approximate solutions for various values of 0 < α ≤ 1
with c00 = 2 and c01 = 8.
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Figure 3: The approximate solution of Example 4.3 for some 0 < α ≤ 1.

5 Conclusions

In this paper, the GFPS in the conformable fractional derivative was success-
fully used to find the exact solution of fractional differential equations. The
results reveal that the exact solutions are obtained in the form of a rapidly
convergent series with easily computable component. The proposed method
could be used to study identical applications and it can be expanded to solve
integral equations in mathematical and physical sciences.
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