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 The study is intended to simulate trapping a particle in an optical lattice, based 

on a nonlinear potential well of the standing wave of light and the Talbot effect. The 

solutions for 1D time-independent Schrodinger equations with these potential wells 

have been calculated. The probability density of finding a particle outside the potential 

well from the Talbot effect is less than that from the standing wave of light.  
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บทที ่1 
บทน ำ 

 
ควำมเป็นมำและควำมส ำคญัของปัญหำ 
 กลศาสตร์ควอนตมัแบ่งสถานะ (state) ของอนุภาคออกเป็น 2 สถานะ ได้แก่ สถานะ
กระเจิง (scattering state) และสถานะกกั (bounded state) ซ่ึงอนุภาคท่ีมีพลงังานสูงกวา่ขอบบ่อศกัย ์
(potential well) จะอยู่ในสถานะกระเจิง ส่วนอนุภาคท่ีมีพลังงานน้อยกว่าขอบบ่อศกัย์จะอยู่ใน
สถานะกัก (บรรจบ สุดประเสริฐ, 2539) โดยธรรมชาติอนุภาคจะถูกกักในบริเวณหน่ึง เช่น 
อิเล็กตรอนถูกกกัในอะตอม โปรตอนและนิวตรอนถูกกกัในนิวเคลียส ควาร์กถูกกกัในโปรตอน
และนิวตรอน เป็นตน้  
 ความรู้ดา้นทศันศาสตร์ไดถู้กน ามาประยุกต์ใช้ในการกกัอนุภาค (trapping particle) ใน
ระดบัควอนตมั อาทิเช่น การท าให้อะตอมมีอุณหภูมิต ่ายิ่งยวดดว้ยเลเซอร์เพื่อศึกษาคุณสมบติัของ
อะตอมและโมเลกุลท่ีอุณหภูมิต ่ายิง่ยวด (Bloch, 2005; Jaksch, 2004) การเตรียมอะตอมเด่ียว (single 
atom) เพื่อพฒันาอุปกรณ์ประมวลผลเชิงควอนตมั (Greiner, Mandel, Esslinger, Hänsch, & Bloch, 
2002) เป็นตน้ คล่ืนน่ิงของแสง (standing wave of light) เป็นแนวทางหน่ึงท่ีถูกน ามาประยุกตใ์ชใ้น
การกกัอะตอมเยน็ (Pavel & Christopher, 1998) โดยอะตอมเยน็จะถูกกกัอยูใ่นบริเวณหลุมท่ีเกิดจาก
การหักล้างกนัของแสงหรือบพั (node) หรือเรียกว่า แลตทิชของแสง (optical lattice) อย่างไรก็ดี 
ระยะห่างระหวา่งหลุมแลตทิชท่ีไดจ้ากคล่ืนน่ิงของแสงจะถูกจ ากดัดว้ยระยะคร่ึงหน่ึงของความยาว
คล่ืนของแสงท่ีใช้เสมอ ดงันั้น การน าแลตทิชของแสงท่ีได้จากการใช้เกรตติงสร้างร้ิวรอยการ  
แทรกสอดของแสงจากปรากฏการณ์ทัลบอต (Talbot effect) เป็นอีกแนวทางหน่ึงท่ีถูกน ามา
ประยุกต์ใช้กบัการกกัอะตอมเย็นเช่นกัน (Williams, Pillet, Al–Assam, Fletcher, Shotter, & Foot, 
2008) ซ่ึงปรากฏการณ์ทัลบอตเป็นปรากฏการณ์การเล้ียวเบนแบบสนามใกล้ (near - field 
diffraction) เกิดข้ึนเม่ือมีแหล่งก าเนิดอาพนัธ์ เช่น เลเซอร์ เล้ียวเบนผา่นเกรตติงและไปแทรกสอด
กัน ท่ีระยะทัลบอต (Talbot length) ภาพร้ิวรอยแทรกสอดท่ีเกิดข้ึนจะมีขนาดเท่ากับเกรตติง           
ทุกประการ (self – imaging) ในกรณีทัว่ไปยงัสามารถสังเกตภาพร้ิวรอยการแทรกสอดท่ีระยะ
อตัราส่วนของระยะทลับอต (fractional Talbot effect) ไดเ้ช่นกนั แต่ร้ิวรอยแทรกสอดท่ีเกิดข้ึนจะมี
ขนาดเล็กกวา่เกรตติง (สรายธุ เดชะปัญญา, 2552) 
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(a)  

    
 

                              (b)                                                         (c) 
 
ภาพท่ี 1-1  แลตทิชของแสงใน 2 มิติ (a) จากคล่ืนน่ิง (b) จากปรากฏการณ์ทลับอตท่ีระยะคร่ึง 
                  ทลับอต (c) จากปรากฏการณ์ทลับอตท่ีระยะหน่ึงทลับอต  
 

วตัถุประสงค์ของกำรวจิัย 
 การศึกษาวิจยัน้ีมีจุดประสงคเ์พื่อจ าลองและเปรียบเทียบการกกัอนุภาคในหลุมแสงจาก
คล่ืนน่ิงหลุมแลตทิชของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอตท่ีเป็นบ่อศกัยแ์บบไม่เชิงเส้น (non – linear 
potential well) โดยการหาผลเฉลยระดบัพลงังาน ฟังก์ชนัคล่ืนท่ีสมนยักบัค่าพลงังาน จากสมการ 
ชโรดิงเงอร์แบบไม่ข้ึนกบัเวลาส าหรับหลุมแลตทิชดงักล่าวน้ีในหน่ึงมิติ รวมไปถึงความหนาแน่น
ของโอกาสท่ีจะตรวจพบอนุภาคนอกบ่อศกัย ์โดยยงัไม่ค  านึงถึงอนัตรกิริยาอ่ืนๆ นอกเหนือไปจาก
บ่อศกัยท่ี์ไดจ้ากหลุมแสง  
 
กรอบแนวคดิในกำรวจิัย 
 ผูว้ิจยัมีแนวคิดว่า หลุมแสงจากคล่ืนน่ิงของแสงมีขอ้จ ากดัท่ีระยะห่างระหว่างหลุมถูก
ก าหนดดว้ยคร่ึงหน่ึงของความยาวคล่ืนของแสงท่ีใช้เสมอ ดงันั้นการน าแลตทิชของแสงท่ีไดจ้าก
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การใช้เกรตติงสร้างร้ิวรอยการแทรกสอดของแสงจากปรากฏการณ์ทัลบอตซ่ึงสามารถปรับ
ระยะห่างระหว่างแลตทิชของแสงได้จึงเป็นอีกแนวทางหน่ึงท่ีจะน ามาศึกษาเพื่อจะได้น าไป
ประยกุตก์บัการกกัอะตอมเยน็ 
 

ประโยชน์ทีค่ำดว่ำจะได้รับจำกกำรวจิัย 
1. ไดห้ลกัการหาผลเฉลยสมการชโรดิงเงอร์ท่ีไม่ข้ึนกบัเวลาในหน่ึงมิติในระบบหน่วย

อะตอม โดยใชโ้ปรแกรม Mathematica เพื่อใชใ้นการศึกษาการกกัอนุภาคในบ่อศกัยแ์บบต่าง ๆ ใน
หน่ึงมิติ ส าหรับการศึกษาในระดบัอุดมศึกษา 

2. ไดฟั้งก์ชนัคล่ืนและระดบัพลงังานของอนุภาคท่ีถูกกกัในหลุมแสงจากคล่ืนน่ิง และ
หลุมแลตทิชของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอต 

3. ได้ความหนาแน่นของความน่าจะเป็นในการตรวจพบอนุภาคจากฟังก์ชันคล่ืนเพื่อ
เปรียบโอกาสในการตรวจพบอนุภาคนอกบ่อศกัย ์
 

ขอบเขตของกำรวจิัย 
 ตัวแปรทีศึ่กษำ 
  ตัวแปรต้น 

1. หลุมแสงท่ีเกิดจากคล่ืนน่ิงของแสง 
2. หลุมแลตทิซของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอตท่ีระยะคร่ึงทลับอต และท่ีระยะ

หน่ึงทลับอต 
  ตัวแปรตำม 

1. ฟังก์ชนัคล่ืนของอนุภาคท่ีถูกกกัขงัในหลุมแสงจากคล่ืนน่ิง และหลุมแลตทิชของ
แสงจากปรากฏการณ์ทลับอต 

2. ระดบัพลงังานของอนุภาคท่ีถูกกกัขงัในหลุมแสงจากคล่ืนน่ิง และหลุมแลตทิช
ของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอต 
  ตัวแปรควบคุม 

1. ความยาวคล่ืนแสง 
2. อตัราส่วนของช่องเปิดต่อหน่ึงคาบของเกรตติง 
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ข้อจ ำกดัของกำรวจิัย 
 ในการวิจยัน้ีจะหาผลเฉลยฟังก์ชนัคล่ืนและระดบัพลงังานของอนุภาคในหลุมแสงจาก
คล่ืนน่ิงและหลุมแลตทิชของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอตโดยไม่ค  านึงถึงอนัตรกิริยาอ่ืน ๆ  
 

นิยำมศัพท์เฉพำะ 
 กำรกักอนุภำค (trapping particle) หมายถึง การใช้บ่อพลังงานศกัย์ท่ีเกิดจากสนาม 
แม่เหล็กไฟฟ้าของแสงเลเซอร์ในการดกัจบัและจดัการกบัอนุภาคท่ีมีพลงังานนอ้ยกวา่บ่อพลงังาน
ศกัยข์องแสงเลเซอร์ 
 คล่ืนน่ิงของแสง (standing wave of light) หมายถึง  ปรากฏการณ์การแทรกสอดของ
คล่ืนแสงอาพนัธ์สองขบวนเคล่ือนท่ีสวนทางกนัในแนวเส้นตรงเดียวกนั แลว้เกิดการซ้อนทบักนั
แบบเสริมกนั และหักลา้งกนั ต าแหน่งคล่ืนรวมท่ีมีการกระจดัเปล่ียนแปลงตั้งแต่ลบมากท่ีสุดไป
จนถึงบวกมากท่ีสุด เรียกวา่ ปฏิบพั และต าแหน่งคล่ืนรวมท่ีมีการกระจดัมีค่าเป็นศูนยเ์สมอ เรียกวา่ 
บพั  ซ่ึงบพัจะอยูต่  าแหน่งก่ึงกลางของปฏิบพัท่ีติดกนัและมีระยะห่างเท่ากบัคร่ึงหน่ึงของความยาว
คล่ืนแสงเสมอ 
 แลตทชิของแสง (optical lattice) คือ ตะแกรงแสงหรือโครงข่ายของแสงซ่ึงเป็นโครงข่าย
ของสนามแม่เหล็กไฟฟ้าท่ีเกิดจากการแทรกสอดของแสงอาพนัธ์  เช่น เลเซอร์ มีรูปแบบทั้ง 1 มิติ   
2 มิติ และ 3 มิติ  
 ปรำกฏกำรณ์ทัลบอต (Talbot effect) หมายถึง ปรากฏการณ์การเล้ียวเบนของแสงแบบ
สนามใกล้ เกิดข้ึนเม่ือมีแหล่งก าเนิดอาพนัธ์ เล้ียวเบนผ่านเกรตติงแล้วไปแทรกสอดกันซ่ึงท่ี
ระยะทลับอต ภาพร้ิวรอยการแทรกสอดจะมีขนาดเท่ากบัเกรตติงทุกประการ (self – imaging) ใน
กรณีทั่วไปยงัสามารถสังเกตภาพร้ิวรอยการแทรกสอดท่ีระยะอัตราส่วนของระยะทัลบอต 
(fractional Talbot effect) ไดเ้ช่นกนั แต่ร้ิวรอยแทรกสอดท่ีเกิดข้ึนจะมีขนาดเล็กกวา่เกรตติง 



บทที ่2 
เอกสารและงานวจิยัที่เกีย่วข้อง 

 
แลตทชิของแสง 
 แลตทิชของแสง (optical lattices) คือ ตะแกรงแสงหรือโครงข่ายของแสงซ่ึงเป็น
โครงข่ายของสนามแม่เหล็กไฟฟ้าท่ีเกิดจากการแทรกสอดของแสงอาพนัธ์ (coherent light) เช่น 
เลเซอร์ มีรูปแบบทั้งใน 1 มิติ 2 มิติ และ 3 มิติ สามารถสร้างแลตทิชของแสงจากการแทรกสอดของ
แสงแลว้เกิดคล่ืนน่ิง และการแทรกสอดของแสงผา่นเกรตติง ซ่ึงแลตทิชของแสงสามารถกกัอะตอม
ท่ีเป็นกลางทางไฟฟ้า โดยอะตอมจะถูกท าให้เย็นลงและถูกกกัในหลุมแสง แลตทิชของแสงจึงมี
ความส าคญัยิ่งในการศึกษาและการวิจยัตั้งแต่ฟิสิกส์พื้นฐานจนถึงฟิสิกส์ขั้นสูง อาทิเช่น การสร้าง
ชุดสาธิตการเกิดคล่ืนน่ิงของแสงดว้ยเลเซอร์ช้ีต าแหน่ง (Kim, Kim, Lim, Pandiyan, & Cha, 2010) 
การศึกษากลศาสตร์ควอนตมัของระบบหลายอนุภาค การประยุกตท์างควอนตมั ไดแ้ก่ เทคโนโลยี
สารสนเทศควอนตมั (quantum information technology) การทดลองของควอนตมัแก๊สเยน็ยวดยิ่ง 
(ultra–cold quantum gasses) (Jaksch, 2004) นอกจากน้ีการศึกษาการกกัอะตอมในหลุมแลตทิชของ
แสงสามารถน าไปสู่การศึกษาการกักอะตอมเด่ียวท่ีเป็นฉนวนในสถานะ Mott (Mott insulator 
phase) ซ่ึงเป็นการเตรียมอะตอมเพื่อน าไปใชใ้นควอนตมัคอมพิวเตอร์ (Greiner  et al., 2002) ตลอด
จนถึงการน าแลตทิชของแสงไปกกัอะตอมเยน็ยวดยิ่งของสถานะ BEC (Greiner, Bloch, Mandel, 
Hänsch, & Esslinger, 2001) เป็นตน้ 
 

แลตทชิจากคล่ืนน่ิงของแสง  
 คล่ืนน่ิงของแสง (standing wave of light) เป็นปรากฏการณ์การแทรกสอดของคล่ืนแสง
แลว้เกิดคล่ืนน่ิง ซ่ึงหลกัการเกิดคล่ืนน่ิงของแสงมีหลกัการเดียวกบัการเกิดคล่ืนน่ิงของเส้นเชือก 
และคล่ืนน่ิงของเสียง แตกต่างกนัตรงท่ีความยาวคล่ืนแสงมีความยาวคล่ืนน้อยกวา่ความยาวคล่ืน
บนเส้นเชือก และน้อยกว่าความยาวคล่ืนเสียงมาก กล่าวคือ คล่ืนน่ิงของแสงเกิดจากคล่ืนแสง
อาพนัธ์สองขบวนเคล่ือนท่ีสวนทางกนัในแนวเส้นตรงเดียวกนั แลว้เกิดการซ้อนทบักนัแบบเสริม
กนั (constructive superposition) และหักลา้งกนั (destructive superposition) บางต าแหน่งของคล่ืน
รวมมีการกระจดัเปล่ียนแปลงตั้งแต่ลบมากท่ีสุดไปจนถึงบวกมากท่ีสุด เรียกต าแหน่งน้ีว่า ปฏิบพั 
(antinode) และ บางต าแหน่งการกระจดัของคล่ืนรวมมีค่าเป็นศูนยเ์สมอ เรียกต าแหน่งน้ีว่า บพั 
(node) หรือเรียกว่า  แลตทิชของแสง ท่ีต าแหน่งก่ึงกลางของปฏิบพัท่ีติดกนั จะมีระยะห่างเท่ากบั
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ระยะห่างระหวา่งจุดบพัท่ีติดกนัและจะมีค่าเท่ากบัคร่ึงหน่ึงของความยาวคล่ืนแสงเสมอ ดงัแสดงใน
ภาพท่ี 2-1 
 
 

 
 
 
ภาพท่ี 2-1  ต าแหน่งบพัและปฏิบพัของคล่ืนน่ิง (ดดัแปลงจาก Hecht, 2002)  
 
 ก าหนดให้คล่ืนน่ิงของแสงความยาวคล่ืน  อยูใ่นแนวแกน x  จะไดค้วามเขม้แสงจาก
ค่าสัมบูรณ์ของฟังกช์นัคล่ืนน่ิง S  ท่ีต  าแหน่ง x  ใด ๆ เป็นดงัสมการท่ี (2.1) 

* 2

0 sinS SI I kx                       (2.1) 
เม่ือ k  = 2 / คือ องค์ประกอบเลขคล่ืนตามแกน x  และ 0I  เป็นความเข้มสูงสุดท่ีข้ึนอยู่กับ
ความเขม้ของแสง จากภาพท่ี 2-1 แสดงรูปแบบของการแทรกสอดของแสงแลว้ท าให้เกิดคล่ืนน่ิง   
ท่ีต  าแหน่ง x  = /4 , 3/4, 5/4, … เป็นต าแหน่งท่ีคล่ืนน่ิงมีความเขม้แสงสูงสุดเท่ากบั 0I เรียก
ต าแหน่งน้ีว่า ปฏิบพั และท่ีต าแหน่ง x  = 0, /2 , , 3/2 , 2 , … เป็นต าแหน่งท่ีคล่ืนน่ิงมีความ
เขม้แสงต ่าสุด เรียกต าแหน่งน้ีวา่ บพั หรือเรียกวา่ แลตทิชของแสง ซ่ึงแลตทิชของแสงท่ีติดกนัจะมี
ระยะห่างเท่ากบัคร่ึงหน่ึงของความยาวคล่ืนแสงท่ีใชเ้กิดคล่ืนน่ิงเสมอ (Hecht, 2002) 
 

แลตทชิของแสงจากปรากฏการณ์ทัลบอต 
 ปรากฏการณ์ทลับอต (Talbot Effect) 
 ปรากฏการณ์ทลับอตค้นพบโดย William  Henry Fox Talbot นักประดิษฐ์ชาวอังกฤษ 
ผลงานการคน้พบน้ีถูกตีพิมพใ์นวารสาร The London and Edinburgh Philosophical Magazine and 
Journal of Science Third Series ฉบบัเดือนตุลาคม ค.ศ.1836 (Talbot, 1836) ทลับอตพบว่า ร้ิวรอย
การแทรกสอดท่ีเกิดข้ึนหลงัเกรตติงจะมีขนาดเท่ากบัคาบของเกรตติง เม่ือระยะระหวา่งเกรตติงและ
ต าแหน่งฉากรับภาพเท่ากับระยะคงท่ีค่าหน่ึง ต่อมาในปี ค.ศ.1881 Lord Rayleigh ได้อธิบาย

      2   

บพั  

ปฏิบพั 
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ปรากฏการณ์ทลับอตดว้ยหลกัการการแทรกสอดแบบสนามใกลข้องเฟรสเนล (Fresnel diffraction) 
และก าหนดให้เรียกระยะห่างระหวา่งเกรตติงและต าแหน่งฉากรับภาพท่ีเท่ากบัระยะคงท่ีค่าหน่ึงท่ี

ท าให้เกิดร้ิวรอยการแทรกสอดหลงัเกรตติงมีขนาดเท่ากบัคาบของเกรตติง วา่ ระยะทลับอต ( TL ) 
ดงัภาพท่ี 2-2 
 

 
 

ภาพท่ี 2-2  แผนภาพการซอ้นทบักนัของระนาบคล่ืนแสงภายหลงัการเล้ียวเบนผา่นเกรตติงแลว้เกิด 
                  การแทรกสอดแบบสนามใกลท่ี้เรียกวา่ ปรากฏการณ์ทลับอต (ดดัแปลงจาก Fournier,  

Rohner, Merenda, Jacquot, & Salathé, 2007) 
 
 การเกดิแลตทชิของแสงใน 1 มิติจากปรากฏการณ์ทลับอต 
 เม่ือฉายล าแสงอาพนัธ์จากตน้ก าเนิดแสงท่ีมีความยาวคล่ืน  ระนาบคล่ืนแสงมีฟังก์ชนั

คล่ืนท่ีไม่ข้ึนกบัเวลาเป็น sinikxe    เม่ือ sink   คือ องค์ประกอบเลขคล่ืน ( 2 / λk  )  ตาม
แนวแกน x  ระนาบคล่ืนจะเคล่ือนท่ีในแนวแกน z  ไปตกกระทบกบัเกรตติงท่ีวางในแนวแกน x  
ภายหลงัจากแสงเล้ียวเบนผ่านเกรตติงท่ีต าแหน่ง 0z   แล้วเกิดการแทรกสอด สามารถอธิบาย
ฟังกช์นัคล่ืนไดต้ามสมการท่ี (2.2) ดงัน้ี 

  ,) e( xp(, )  exp ( )T n d n

n

n

n

kx z A i Ank x ik                  (2.2) 

TL  
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 เม่ือ sin( ) /nA n f n 
 
เป็นองคป์ระกอบฟูเรียร์ส าหรับเกรตติงท่ีมีคาบเป็น d  โดยมี 

f เป็น อตัราส่วนของช่องเปิดต่อหน่ึงคาบของเกรตติง 2 /dk d  เป็นค่าคงท่ีของเกรตติง และ 

TL  = 2d / ในท่ีน้ีคือ ระยะทลับอต 
 เม่ือคล่ืนเล้ียวเบนผ่านเกรตติง ท่ีระยะ z  ใด ๆ จากเกรตติงไปยงัฉากรับภาพ เฟสของ
คล่ืนจะเพิ่มข้ึนตามองคป์ระกอบ zk z  โดย zk  และ ,nk  เป็นองคป์ระกอบของเลขคล่ืนท่ีขนานกนั
และตั้ งฉากกับแกน z  และ  2 2 1/2

,( )nzk k k   โดยมีการประมาณพารา เ ซียล  (paraxial 
approximation)  k k  และกระจายโดยใชว้ธีิไบโนเมียล (binomial expansion) สองอนัดบัแรก 

       
(1/2) (1/2) (1/2)

2 2 2 2 21

2
zk k k k k k 

 
     

 
     (2.3) 

เม่ือ       
2

 ; 
2

d

d z

k nk
k nk k k

k






     

แทนค่า k  และ zk  จากสมการท่ี (2.3) แทนลงในสมการท่ี (2.2) สามารถเขียนสมการฟังกช์นัคล่ืน
ไดด้งัสมการท่ี (2.4) 

 
 

2

( , ex
2

)
d

n d

n

T

k nk
A p i k nk x i kz zx

k




  
     

    
  (2.4) 

กรณีของปรากฏการณ์ทลับอต ซ่ึง 0k   ฟังก์ชนัคล่ืนของสมการท่ี (2.4) สามารถลดรูปสมการ
ไดด้งัสมการท่ี (2.5) 

 
2

x
2

( , e) p
d

n d

n

T

nk
x z A ink x i k z

k


  
    

    
    (2.5) 

พิจารณา  
2

2

dnk
i k z

k

 
 
 
 

 ของสมการท่ี (2.5) จะไดว้า่ kz  สามารถตดัทิ้งได ้เน่ืองจากเป็นค่าคงท่ี 

จึงเขียนสมการท่ี (2.5) ใหม่ไดเ้ป็น 

 
2 2

exp( , exp
2

)T
d

n d

n

in k z
A ink x

k
x z

 
  

 
    (2.6) 

น าองคป์ระกอบเลขคล่ืน ( 2 / λk  )  และค่าคงท่ีของเกรตติง ( 2 /dk d ) แทนลงในสมการ
ท่ี (2.6)  ซ่ึงร้ิวรอยการแทรกสอดของแสงหลงัเกรตติงจะกระจายตวัไปในแนวแกน z  แสดงดงัภาพ
ท่ี 2-3 ฟังกช์นัคล่ืนของแสงท่ีต าแหน่ง ( ,x z ) ใด ๆ ดงัสมการท่ี (2.7)  

22
( , )  expT n

n T

in
x z A in x z

d L

 


 
  

 
                (2.7) 

ส าหรับความเขม้แสงท่ีต าแหน่ง ( ,x z ) ใด ๆ จะสามารถหาไดจ้ากสมการท่ี (2.8) (Case, Tomand, 
Deachapunya, & Arndt, 2009) 
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2 2
*

0

,

2 ( )
 exp ( )T T n m

n m T

i n m
I I A A i n m x z

d L

 
 

 
    

 
   (2.8) 

 

 
 

ภาพท่ี 2-3  แผนภาพการเกิดปรากฏการณ์ทลับอตใน 1 มิติ (Case et al., 2009) 
 
 การเกดิแลตทซิของแสงใน 2 มิติจากปรากฏการณ์ทลับอต 

 จากความเขม้แสงของร้ิวรอยการแทรกสอดตามแนวแกน ,x z  สามารถค านวณไดจ้าก

สมการท่ี (2.8) เม่ือพิจารณาฟังกช์นัคล่ืนของแสงท่ีกระจายตวัตามแนวแกน ,y z   ท่ีระยะใด ๆ จะ
เป็นไปตามสมการท่ี (2.9) 

22
( , )  expT n

n T

in
y z A in y z

d L

 


 
  

 
               (2.9) 

 และความเขม้แสงของร้ิวรอยการแทรกสอดบนระนาบ xy  ท่ีระยะ z  ใดๆ สามารถ
ค านวณไดจ้ากสมการท่ี (2.10) (Deachapunya & Srisuphaphon, 2014) 

 2
( , ) ( , )T TI x z y z     (2.10) 

 

สมการชโรดิงเงอร์ทีไ่ม่ขึน้กบัเวลา 
 การศึกษาการกกัอนุภาคในบ่อศกัยใ์ด ๆ นั้น การวเิคราะห์ความน่าจะเป็นในการตรวจพบ
อนุภาคภายใตอิ้ทธิพลของพลงังานศกัย ์จะตอ้งแกส้มการชโรดิงเงอร์เพื่อหาผลเฉลยฟังก์ชนัคล่ืน
ของสมการชโรดิงเงอร์ ในกรณีอนุภาคถูกกกัในบ่อศกัยท่ี์เป็นฟังก์ชนัไม่ข้ึนกบัเวลาในหน่ึงมิติจะ
ใช้สมการชโรดิงเงอร์ท่ีไม่ ข้ึนกับเวลาใน 1 มิติ (Time independent Schrodinger equation in 1 
dimension) ซ่ึงมีรูปแบบดงัสมการท่ี (2.11) 
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2 2

2

( )
 ( ) ( ) 0

2

d x
E V x x

m dx


      (2.11) 

เม่ือ ( )x  คือ ฟังก์ชนัคล่ืนของอนุภาคตามแกน x  ท่ีสอดคลอ้งกบัค่าพลงังานเจาะจง E และ V(x) 
เป็นพลงังานศกัยข์องบ่อศกัยท่ี์ไม่ข้ึนกบัเวลา (Griffiths, 2005) ซ่ึงปรากฏการณ์ทางควอนตมัเป็น
ปรากฏการณ์ท่ีมีขนาดเล็กระดบัอะตอมจึงนิยมใช้หน่วยในระบบอะตอม โดยก าหนดให้ ค่าคงท่ี
ของพลงัค ์และมวลของอนุภาคมีขนาด 1 หน่วย  1m   ดงันั้นสมการชโรดิงเงอร์ท่ีไม่ข้ึนกบั
เวลาในหน่ึงมิติ จึงลดรูปในระบบหน่วยอะตอมไดด้งัสมการท่ี (2.12) (Hartree, 1928) 

 
2

2

( )
2 ( ) ( ) 0 

d x
E V x x

dx


      (2.12) 

 ผลเฉลยของสมการชโรดิงเงอร์ท่ีไม่ข้ึนกบัเวลาในหน่ึงมิติจะมีเฉพาะบางค่าท่ีสอดคลอ้ง
กับจ านวนเต็ม n = 1, 2, 3, … เรียก n ว่า เลขควอนตัม (quantum number) ส าหรับแต่ละระดับ
พลงังานรวม (E) เรียกค่าพลงังานวา่ ค่าเจาะจง (eigenvalue) ส าหรับแต่ละค่าเจาะจง (E) จะมีฟังกช์นั
คล่ืนซ่ึงเป็นฟังกช์นัเจาะจง (eigenfunction) ท่ีสมนยักบัค่าเจาะจง  
 การแปลความหมายฟังกช์นัคล่ืนสามารถใชค้่าสัมบูรณ์ของฟังกช์นัคล่ืนซ่ึงบอกถึงความ
หนาแน่นของความน่าจะเป็น (probability density) ในการตรวจพบอนุภาค  P( ) ( ) ( )x x x   
โดยก าหนดใหฟั้งกช์นัคล่ืนเป็นไปตามเง่ือนไขของฟังกช์นัคล่ืนปกติ (normalization wave function 
condition) ดงัสมการท่ี (2.13) (Griffiths, 2005) 

( ) ( ) 1 x x dx 






    (2.13) 

 
 อนุภาคทีถู่กกกัในบ่อศักย์แบบฮาร์มอนิกออสซิลเลเตอร์อย่างง่าย 
 ในการศึกษาการจ าลองอนุภาคท่ีถูกกักในบ่อศกัย์นั้น กรณีฟังก์ชันของพลังงานศกัย์   
แปรผนัโดยตรงกบัค่าก าลงัสองของพิกดั   2V x x  จะเรียกวา่เป็น ฮาร์มอนิกออสซิลเลเตอร์

อย่างง่าย (simple harmonic oscillator) มีสมการเป็น   2 21

2
V x m x (Rohlf, 1994) ซ่ึงผลเฉลย

ฟังกช์นัคล่ืนจะเป็นไปตามสมการท่ี (2.14)  
2

1

4
2

1
( )

2 !

m x

n n
n

m m
x e H x

n


 




   
        

     (2.14) 

เ ม่ือ ฟังก์ชัน      
2 2

1
n

n z z

n n

d
H z e e

dz

  คือ พหุนามแฮร์มิท (Hermite polynomials) ของ

ฟังกช์นั z  และผลเฉลยระดบัพลงังานจะเป็นไปตามสมการท่ี (2.15) 

 
1

2 1    ,   0,  1,  2,  ...
2 2

nE n n n



 

     
 

        (2.15) 



11 

ซ่ึงในระบบหน่วยอะตอม อนุภาคท่ีมีมวลเป็น m  และมีความเร็วเชิงมุมของการสั่นเป็น   จะมีค่า
เป็น 1  1m    (Vasile, 2015) ดงันั้น ผลเฉลยระดบัพลงังานของอนุภาคจะเป็นไปตามสมการ
ท่ี (2.16) 

1 2 1
   ,   0,  1,  2,  ...

2 2
n

n
E n n


                      (2.16) 

เม่ือ 0E เป็นพลงังานของอนุภาคท่ีสถานะพื้น (ground state), 1E และ 2E เป็นพลงังานของอนุภาคท่ี
สถานะกระตุน้ท่ี 1 (1st excited state) และสถานะกระตุน้ท่ี 2 (2nd excited state) ตามล าดบั ผลเฉลย
ฟังก์ชนัคล่ืนและระดบัพลงังานของอนุภาคท่ีถูกกกัในบ่อศกัยฮ์าร์มอนิกออสซิลเลเตอร์อย่างง่าย
ตั้งแต่สถานะพื้นจนถึงสถานะกระตุน้ท่ี 4 (4th excited state) สามารถสรุปไดด้งัตารางท่ี 2-1 (บรรจบ 
สุดประเสริฐ, 2539)  
 
ตารางท่ี 2-1  ผลเฉลยฟังกช์นัคล่ืน และระดบัพลงังานของอนุภาคท่ีถูกกกัในบ่อศกัยฮ์าร์มอนิก 
     ออสซิลเลเตอร์อยา่งง่าย (ดดัแปลงจาก บรรจบ สุดประเสริฐ, 2539) 
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 4.5 

 

งานวจิัยทีเ่กีย่วข้อง 
 งานวจัิยในประเทศไทย 
 สรายุทธ เดชะปัญญา และ สรไกร ศรีศุภผล (Deachapunya & Srisuphaphon, 2014) ได้
ท าการทดลองและจ าลองแลตทิชของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอต โดยอาศยัการแทรกสอดของ
แสงระยะใกลภ้ายหลงัจากแสงเล้ียวเบนผา่นเกรตติงดว้ยระบบแสงปกติท่ีไม่ใชเ้ลนส์ ดงัภาพท่ี 2-4 
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ภาพท่ี 2-4  แผนภาพการติดตั้งอุปกรณ์การทดลองการสร้างแลตทิชของแสงจากปรากฏการณ์ 
                  ทลับอต (Deachapunya & Srisuphaphon, 2014) 
 
 ล าแสงอาพนัธ์จากตน้ก าเนิดแสงเลเซอร์ไดโอดสีเขียวความยาวคล่ืน 532 นาโนเมตร 
ก าลงั 5 มิลลิวตัต์ ถูกขยายล าแสงดว้ยกลอ้งโทรทรรศน์แสงเส้นผ่านศูนยก์ลาง 20 มิลลิเมตร เพื่อ
กระจายแอมพลิจูดของแสงให้ครอบคลุมเกรตติง และให้ภาพจากปรากฏการณ์ทลับอตคมชัดสูง 

ล าแสงจะแผ่ตามแนวแกน x  ผ่านเกรตติงท่ี 1 (g1) เม่ือพิจารณาทางเดินของแสงตามแนวแกน x  
พบวา่ ระยะทางเดินของแสงจากเกรตติงตวัท่ี 1 (g1) ถึง CCD มีค่าเท่ากบั D0+D1 ซ่ึงเป็นระยะหน่ึง
เท่าของระยะทลับอตของแสงดว้ย (1.0 TL  = 75.2 มิลลิเมตร) เน่ืองจากล าแสงผา่นเกรตติงมี d = 200 
ไมโครเมตร และ f = 0.5 (เกรตติงสามารถหมุนไดด้ว้ยตวัยึดเกรตติงท่ีหมุนไดเ้พื่อท่ีให้ล าแสงเป็น
เส้นตรงไปถึงแนวแกนของกลอ้ง) ดงันั้น จึงไดร้ะยะห่างระหว่างแลตทิช ( p ) จะเท่ากบัคาบของ
เกรตติง (d) 
 การติดตั้งอุปกรณ์เพื่อสร้างแลตทิชของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอตใน 2 มิติ ท าไดโ้ดย
เพิ่มเกรตติงตวัท่ีสอง (g2) ตามภาพท่ี 5 เกรตติงตวัท่ี 2 (ซ่ึงเหมือนกบัเกรตติงตวัท่ี 1) จะถูกวางให้อยู่
ในแนวตั้งฉากกบัเกรตติงตวัแรก (เกรตติงตวัท่ี 1 วางในแนวขนานกบัแนวแกน y และเกรตติงตวัท่ี 
2 วางในแนวขนานกบัแกน x) รูปแบบของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอตจะรวมกนัผา่นตวัแยกแสง
ท่ี 2 (BS2) และแลตทิชของแสงใน 2 มิติจากปรากฏการณ์ทลับอตจะถูกสร้างบนระนาบ CCD ซ่ึง
เกรตติงแต่ละตวัจะวางเหนือแท่นวางท่ีเล่ือนท่ีได้ ทั้งน้ีเพื่อท่ีจะปรับระยะทางเดินของแสงจาก
ระหวา่งเกรตติงถึง CCD (D0+D1)  
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 ท านองเดียวกนักบัการสร้างแลตทิชของแสงใน 1 มิติ แลตทิชของแสงใน 2 มิติ สร้างได้
โดยใชล้ าแสงอาพนัธ์จากตน้ก าเนิดแสงเลเซอร์ไดโอดสีเขียวความยาวคล่ืน 532 นาโนเมตร ก าลงั 5 
มิลลิวตัต์ ถูกขยายล าแสงดว้ยกลอ้งโทรทรรศน์แสงเส้นผ่านศูนยก์ลาง 20 มิลลิเมตร เพื่อกระจาย
แอมพลิจูดของแสงให้ครอบคลุมเกรตติงและให้ภาพจากปรากฏการณ์ทลับอตคมชัดสูง จากนั้น 
ล าแสงจะผา่นตวัแยกแสงท่ี 1 (BS1) ไดล้ าแสงเลเซอร์ 2 ล าแสง ล าแสงท่ี 1 จะเดินทางตามแนวแกน 

x  ผา่นเกรตติงท่ี 1 (g1) ล าแสงท่ี 2 จะตกกระทบท่ี กระจก M1 แลว้สะทอ้นออกจากกระจก M1 ไป

ตกกระทบกระจก M2 ซ่ึงล าแสงท่ีสะทอ้นจากกระจก M2 จะเดินทางตามแนวแกน z  ผา่นเกรตติงท่ี 

2 (g2) เม่ือพิจารณาทางเดินของแสงตามแนวแกน x  พบวา่ ระยะทางเดินของแสงจากเกรตติงตวัท่ี 1 
(g1) ถึง ตวัแยกแสงท่ี 1 (BS1) จะเท่ากบั D1 และระยะทางเดินของแสงจากตวัแยกแสงท่ี 1 (BS1) ถึง 
CCD มีค่าเท่ากบั D0 ดงันั้นระยะ 1.0LT ของล าแสงท่ี 1 จะมีค่าเท่ากบั D0+D1 ในท านองเดียวกนั 

เม่ือพิจารณาทางเดินของแสงตามแนวแกน z  ระยะทางเดินของแสงจากเกรตติงตวัท่ี 2 (g2) ถึง ตวั
แยกแสงท่ี 1 (BS1) จะเท่ากับ D1 และ ระยะจากตวัแยกแสงท่ี 1 (BS1) ถึง CCD มีค่าเท่ากับ D0 
ดงันั้นระยะ 1.0LT ของล าแสงท่ี 2 จะมีค่าเท่ากบั D0+D1 ดว้ยเช่นกนั ซ่ึงล าแสงทั้งสองจะมีระยะ 
1.0LT = 75.2 มิลลิเมตร เท่ากนั เน่ืองจากล าแสงผ่านเกรตติงท่ีมี d = 200 ไมโครเมตร และ   f = 0.5 
(เกรตติงทั้งสองสามารถหมุนได้ด้วยตวัยึดเกรตติงท่ีหมุนได้เพื่อท่ีให้ล าแสงเป็นเส้นตรงไปถึง
แนวแกนของกลอ้ง) ดงันั้น  จึงไดร้ะยะห่างระหว่างแลตทิช ( p ) จะเท่ากบัคาบของเกรตติง ( d ) 
ตามท่ีก าหนด รูปแบบของปรากฏการณ์ทลับอตจะรวมกันกันผ่านตวัแยกแสงท่ี 2 (BS2) และ     
แลตทิชของแสงใน 2 มิติจากปรากฏการณ์ทลับอตจะถูกสร้างบนระนาบ CCD  
 ส าหรับการจ าลองแลตทิชของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอต ด้วยเกรตติงท่ีมี  d = 20 
ไมโครเมตร และ  f = 0.9 จะไดแ้ลตทิชของแสงใน 2 มิติ ดงัภาพท่ี 2-5 ซ่ึงมีลกัษณะเป็นรูปส่ีเหล่ียม
จตุัรัสท่ีมีความกวา้งดา้นละ 2 ไมโครเมตร มีระยะห่างระหวา่งแลตทิช  20 ไมโครเมตร ซ่ึงสมนยักบั 
d = 20 ไมโครเมตร และ f = 0.9 แสดงผลดงัภาพท่ี 2-5 ซ่ึงสามารถแสดงแลตทิชของแสงใน 1 มิติ
ด้วยเง่ือนไขเดียวกันแต่ใช้เกรตติง (g1) เพียงตวัเดียว ส าหรับความลึกของหลุมแลตทิชสามารถ
เปล่ียนแปลงไดต้ามความเขม้ของแสงเลเซอร์ หรือสามารถค านวณหาความลึกในภายหลงั 
 การจ าลองแลตทิชของแสงใน 2 มิติจากปรากฏการณ์ทลับอต ท าไดโ้ดยใชส้มการท่ี (2.5) 
ซ่ึงได้ผลตามภาพท่ี 2-6(a) ผลรวมท่ีค านวณตามสมการจะน ามาพิจาณาเฉพาะในช่วง n = ±25  
ส าหรับเกรตติงท่ีมี d = 200 ไมโครเมตร และ f = 0.5 กบัความยาวคล่ืนแสงเลเซอร์ 532 นาโนเมตร 
และระยะทางเดินของแสงตามแนวยาวเท่ากบัระยะทลับอต ในภาพท่ี 2-6(a) แสดงแลตทิชของแสง
ใน 2 มิติ ซ่ึงมีลกัษณะเป็นรูปส่ีเหล่ียมจตุัรัสท่ีมีความกวา้งดา้นละ 100 ไมโครเมตร และมีระยะห่าง
ระหว่างแลตทิช 200 ไมโครเมตร ซ่ึงสมนัยกับ d = 200 ไมโครเมตร และ f = 0.5 ผลการจ าลอง   
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แลตทิชท่ีได้สอดคล้องกบัผลการทดลอง ดงัภาพท่ี 2-6(b) นอกจากน้ียงัสามารถขยายขนาดและ
จ านวนแลตทิชของแสงท่ีสร้างข้ึนไดถึ้ง 18x24 แลตทิช ดงัภาพท่ี 2-6 (a) และ ภาพท่ี 2-6(b) ขอ้จ ากดั
ของขนาดและจ านวนแลตทิชจะข้ึนอยู่กบัขนาดของเกรตติงเพียงอย่างเดียว ในการวิจยัท่ีอา้งอิงน้ี
สามารถสร้างขนาดแลตทิชหรือหลุมแลตทิชได้ถึง 127x127 แลตทิช และสามารถควบคุมความ
กวา้งและระยะห่างของแลตทิชแบบตอบสนองทนัทีทนัใด (real time control) ไดด้ว้ยการเปล่ียน
ระยะทางตามแนวยาวบนแกน x  และ z ในการจ าลอง หรือบนแกน x  และ z  ในการทดลอง 
 

 
 

ภาพท่ี 2-5  ผลการทดลองและการจ าลองแลตทิชของแสงใน 2 มิติ จากปรากฏการณ์ทลับอต กบั 
                  เกรตติงท่ีมี d = 20 ไมโครเมตร และ f = 0.9 (Deachapunya & Srisuphaphon, 2014) 
 

 
                  (a)                  (b) 
 

ภาพท่ี 2-6  ผลการทดลองและการจ าลองแลตทิชของแสงใน 2 มิติ จากปรากฏการณ์ทลับอต กบั 
                  เกรตติงท่ีมี d = 200 ไมโครเมตร และ f = 0.5 (Deachapunya & Srisuphaphon, 2014) 
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ภาพท่ี 2-7  ภาคตดัขวางแลตทิชของแสงใน 2 มิติ แสดงการเปล่ียนแปลงระยะห่างระหวา่งแลตทิช  
 และความกวา้งของแลตทิช ดว้ยการเปล่ียนระยะทางตามแนวยาว (z และ z ) ตั้งแต่ 
 0.5LT ถึง 1.0LT โดยใชเ้กรตติง 2 ตวั ท่ีมี d = 200 ไมโครเมตร และ  f = 0.5 เท่ากนั 
 (Deachapunya & Srisuphaphon, 2014) 
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 ผลการจ าลองในภาพท่ี 2-7(ซ้าย) แสดงให้เห็นว่า แมว้่าเกรตติงท่ีสมมาตร (f = 0.5)  จะ
ไม่สามารถเปล่ียนความกวา้งและระยะห่างของแลตทิชได้ภายในระยะทลับอตสั้ น ๆ แต่ส าหรับ
เกรตติงท่ีไม่สมมาตร (f = 0.9) สามารถเปล่ียนเปล่ียนความกวา้งและระยะห่างระหว่างแลตทิชได้
ในช่วง 2.0 – 9.8 ไมโครเมตร กบัระยะทลับอตสั้น ๆ ประมาณ 75 ไมโครเมตร ดงัภาพท่ี 2-7(ขวา) 
 แลตทิชของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอตน้ีเป็นแลตทิชท่ีดีกวา่การสร้างแลตทิชจากคล่ืน
น่ิงของแสงอยู่สามประเด็น คือ ประเด็นแรก ความกวา้งและระยะห่างของแลตทิชสามารถ
เปล่ียนแปลงไดอ้ย่างยืดหยุ่นมากกวา่คร่ึงหน่ึงของความยาวคล่ืนแสง ประเด็นท่ีสอง  คือ สามารถ
ติดตั้งไดง่้าย โดยเฉพาะอยา่งยิง่การติดตั้งช้ินส่วนประกอบเพื่อสร้างแลตทิชของแสงใน 2 มิติ เพราะ
ขอบเขตของการแทรกสอดของแสงหรือขนาดของแลตทิชสามารถแสดงไดด้ว้ยการแทรกสอดผ่าน
เกรตติงแทนการใช้ล าแสงเลเซอร์หลายล าแสง และประเด็นท่ีสาม คือ แลตทิชมีเสถียรภาพมาก 
เน่ืองจากไม่จ  าเป็นตอ้งใชก้ระจกหรือเลนส์มารวมล าแสงสะทอ้นเพื่อให้เกิดคล่ืนน่ิง 
 
 งานวจัิยในต่างประเทศ 
 Case et al. (2009). ทดลองเก่ียวกบัปรากฏการณ์การแทรกสอดแบบสนามใกลภ้ายหลงั
จากแสงเล้ียวเบนผ่านเกรตติงตามปรากฏการณ์ทลับอตเพื่อสร้างลวดลายพรมของแสง หรือพรม
ควอนตมั และยงัได้แสดงให้เห็นถึงปรากฏการณ์ทลับอตเลาซ่ึงเป็นการแทรกสอดของแสงไม่
อาพนัธ์หลงัจากเล้ียวเบนผา่นเกรตติง 2 ตวั ท่ีแยกกนั 
 Williams et al. (2008). สร้างชุดการทดลองแลตทิชทางแสงสองมิติแบบใหม่ท่ีสามารถ
หมุนดว้ยความถ่ีหลายกิโลเฮิร์ต ซ่ึงอะตอมเยน็ยวดยิ่งในแต่ละแลตทิชของแสงท่ีก าลงัหมุนสามารถ
ใช้จ  าลองเหตุการณ์ในควอนตมัของระบบท่ีอยู่ภายใตส้นามแม่เหล็กท่ีมีความเขม้สูงเพื่อศึกษา
ปรากฏการณ์ต่าง ๆ เช่น ปรากฏการณ์ควอนตมัฮอล ์(quantum hall effect)  
 Jaksch, Bruder, Cirac, Gardiner, and Zoller (1998); Jaksch, Cirac, Zoller, Rolston, Cote, 
and Lukin (2000) ไดศึ้กษาพลศาสตร์ของแก๊สเบาเยน็ยวดยิ่งของโบซอนิกอะตอมในแลตทิชของ
แสงซ่ึงอธิบายดว้ยโบส–ฮบับาร์ดโมเดล (Bose–Hubbard model) ทีมวจิยัไดค้วบคุมพารามิเตอร์ของ
ระบบด้วยแสงเลเซอร์และได้ศึกษาการเปล่ียนสถานะทางควอนตมัอย่างต่อเน่ือง ตั้งแต่สถานะ
ของเหลวยวดยิง่ท่ีศูนยอ์งศาสัมบูรณ์ไปจนถึงความเป็นฉนวนท่ีสถานะ Mott (Mott insulator phase) 
จากนั้นจึงเปล่ียนแปลงความลึกของบ่อศกัยข์องแสงให้เหมาะสมกบัฉนวนในสถานะ Mott แลว้กกั
ฉนวนในสถานะ Mott ไวใ้นผลึกแลตทิชของแสง รายงานการวิจยัน้ีเป็นตวัอย่างท่ีทีมวิจยัได้วาง
โครงสร้างของฉนวนในสถานะ Mott ในซุปเปอร์แลตทิชของแสง (optical superlattices) ซ่ึงหลุม
แลตทิชท่ีใชก้กันั้นไดใ้ชก้ารซอ้นทบักนัของบ่อศกัยแ์บบฮาร์มอนิก (superimposed harmonic trap)  



 
 

บทที ่3 
วธีิด ำเนินกำรวจิยั 

 
เคร่ืองมือทีใ่ช้ในกำรวจิัย 

1. เคร่ืองคอมพิวเตอร์ส ำหรับติดตั้งซอฟแวร์ Mathematica 10.0 
2. ซอฟแวร์ Mathematica 10.0  

 

วธิีกำรและขั้นตอนศึกษำวจิัย 
 ในกำรศึกษำวจิยัน้ีมีวธีิกำรศึกษำ ดงัน้ี 

1. ใช้แสงอำพนัธ์ควำมยำวคล่ืน 532 นำโนเมตร จ ำลองหลุมแสงจำกคล่ืนน่ิง และหลุม
แลตทิชของแสงจำกปรำกฏกำรณ์ทลับอต ก ำหนดให้มีแกนสมมำตรท่ี x = 0 พร้อมในสัดส่วน 100 
เท่ำของระบบหน่วยอะตอม และพิจำรณำขอบเขตส ำหรับกำรกกัอนุภำค  

2. ศึกษำขั้นตอนและหลกักำรหำผลเฉลยสมกำรโชดิงเงอร์ท่ีไม่ข้ึนกบัเวลำในหน่ึงมิติท่ี
ถูกลดรูปในระบบหน่วยอะตอมดว้ยกำรจ ำลองกำรกกัอนุภำคในบ่อศกัยฮ์ำร์มอนิกออสซิลเลเตอร์
อย่ำงง่ำย ดว้ยวิธีกำรเชิงวิเครำะห์และวิธีกำรเชิงตวัเลข โดยใช้โปรแกรม Mathematica พร้อมทั้ง
เปรียบเทียบผลเฉลยท่ีไดจ้ำกวธีิกำรทั้งสองกบัผลเฉลยทำงทฤษฎี  

3. น ำขั้นตอนและหลกักำรศึกษำกำรกกัอนุภำคในบ่อศกัยท่ี์ไดจ้ำกวิธีกำรศึกษำในขอ้ 2. 
มำเป็นหลกักำรในกำรหำค ำตอบเชิงวเิครำะห์และวธีิกำรเชิงตวัเลขเพื่อเปรียบผลเฉลยของสมกำรซ่ึง
ได้จำกวิธีกำรทั้ งสองในกรณีท่ีใช้หลุมแสงจำกคล่ืนน่ิงเป็นบ่อศักย์ ส ำหรับหลุมแลตทิชจำก
ปรำกฏกำรณ์ทลับอตจะใชว้ธีิกำรหำค ำตอบเชิงตวัเลขเพื่อหำผลเฉลยของสมกำรท่ี (2.12) เท่ำนั้น 

4. เปรียบเทียบกำรกกัอนุภำคในหลุมแสงทั้งสอง จำกผลเฉลยระดบัพลงังำนของอนุภำค 
พร้อมทั้งเปรียบเทียบค่ำเปอร์เซ็นตค์วำมหนำแน่นของควำมน่ำจะเป็นในกำรตรวจพบอนุภำคนอก
บ่อศกัยจ์ำกหลุมแสงทั้งสอง 
 

กำรจ ำลองหลุมแสงจำกคล่ืนน่ิง และหลมุแลตทชิของแสงจำกปรำกฏกำรณ์ทัลบอต 
 เม่ือใชแ้สงอำพนัธ์ควำมยำวคล่ืน 532 นำโนเมตร จ ำลองหลุมแสงจำกคล่ืนน่ิงในหน่ึงมิติ 
โดยใชส้มกำรท่ี (2.1) ก ำหนดขอบเขตของควำมเขม้แสงในช่วงของกำรจ ำลอง – /2   x    /2 มี
แกนสมมำตรท่ี x = 0 พร้อมก ำหนดใหมิ้ติของควำมยำวอยูใ่นระบบหน่วยอะตอม และจำกหลกักำร
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ไม่แปรผนัตำมขนำด (invariance scale) ท่ีว่ำ ในฟิสิกส์และคณิตศำสตร์ คุณลกัษณะของวตัถุหรือ
กฎจะไม่เปล่ียนแปลง ถำ้ควำมยำวหรือพลงังำนจะถูกคูณดว้ยตวัประกอบร่วมกนั (Bahman Zohuri, 
2015) จึงใชส้ัดส่วน 100 เท่ำ กบัควำมยำวคล่ืนแสงในระบบหน่วยอะตอมดงันั้น ควำมยำวคล่ืนแสง
พร้อมสัดส่วน 100 เท่ำในระบบหน่วยอะตอมจะมีค่ำเป็น a.u. = /( a0×100)  เม่ือ a0 เป็นรัศมีอะตอม
ของโบร์มีค่ำเท่ำกบั 5.29×10 –11 เมตร ซ่ึงค่ำ 0I จะถูกก ำหนดให้มีค่ำเท่ำกบั 1 ผลกำรจ ำลองแสดงดงั
ภำพท่ี 3-1 
 

 
 

ภำพท่ี 3-1  หลุมแสงจำกคล่ืนน่ิง ขอบเขตควำมเขม้แสงในช่วงของกำรจ ำลอง – /2   x    /2 
 
 Deachapunya and Srisuphaphon (2014) ทดลองและจ ำลองแลตทิชของแสงหน่ึงและ  
สองมิติจำกปรำกฏกำรณ์ทลับอต พบวำ่ ในเกรตติงท่ีไม่สมมำตร ควำมกวำ้งและระยะห่ำงระหวำ่ง
แลตทิชสำมำรถปรับเปล่ียนไดอ้ยำ่งยืดหยุน่ดว้ยกำรเปล่ียนระยะทำงตำมแนวยำวบนแกน z ในช่วง
ระยะทลับอตสั้น ๆ แต่ในเกรตติงท่ีสมมำตร (f = 0.5) จะไม่สำมำรถเปล่ียนควำมกวำ้งและระยะห่ำง
ระหว่ำงแลตทิชได ้ในกำรศึกษำวิจยัน้ีจึงใช้แสงอำพนัธ์ท่ีมีควำมยำวคล่ืน 532  นำโนเมตร จ ำลอง
แลตทิชของแสงจำกปรำกฏกำรณ์ทลับอตในหน่ึงมิติโดยใช้สมกำรท่ี (2.3) ผลรวมท่ีค ำนวณตำม
สมกำรจะน ำมำพิจำณำเฉพำะในช่วง n = m = ±25 กบัเกรตติงท่ีมี d = 2 ไมโครเมตร f = 0.9 และ
ก ำหนดขอบเขตควำมเขม้แสงในช่วงของกำรจ ำลอง  –0.25 d   x   0.25 d  ท่ีระยะห่ำงระหว่ำง 
แลตทิชเป็นคร่ึงหน่ึงของคำบของเกรตติง (z = 0.5LT) และท่ีระยะห่ำงระหว่ำงแลตทิชเท่ำกบัคำบ
ของเกรตติง (z = 1.0LT) หลงัเกรตติง โดยมีแกนสมมำตรท่ี x = 0 พร้อมในสัดส่วน 100 เท่ำของ
ระบบหน่วยอะตอมเช่นเดียวกบักำรจ ำลองหลุมแสงจำกคล่ืนน่ิง ซ่ึงในกำรจ ำลองน้ีค่ำของ 0I จะถูก
ก ำหนดใหมี้ค่ำเท่ำกบั 1 เท่ำกนัในทั้งสองกรณี แสดงผลดงัภำพท่ี 3-2(a) และ 3-2(b) ตำมล ำดบั 
 
 
 

x

V xI 

x 
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                                (a)                                                                                  (b)   
 

ภำพท่ี 3-2  หลุมแลตทิชของแสงจำกปรำกฏกำรณ์ทลับอต ขอบเขตควำมเขม้แสงในช่วงของกำร 
   จ  ำลอง –0.25 d   x   0.25 d  (a)  ระยะ z = 0.5LT  (b)  ระยะ z = 1.0LT  
 

 เน่ืองจำกกำรศึกษำน้ีจะศึกษำกำรกกัอนุภำคในบ่อศกัยโ์ดยไม่ค  ำนึงถึงอนัตรกิริยำอ่ืน ๆ 
จึงก ำหนดขอบเขตของควำมเขม้แสงในช่วงของกำรจ ำลองหลุมแลตทิชของแสงในหน่ึงมิติจำก
ปรำกฏกำรณ์ทลับอตท่ีระยะ z = 0.5LT และ ท่ีระยะ z = 1.0LT ในช่วง –0.07d   x   0.07d ซ่ึงอยูใ่น
ขอบเขตส ำหรับพิจำรณำกำรกกัอนุภำค ดงัแสดงผลดงัภำพท่ี 3-3(a) และ 3-3(b) ตำมล ำดบั 
 

       
                                     (a)                                                                      (b)   
 

ภำพท่ี 3-3  หลุมแลตทิชของแสงจำกปรำกฏกำรณ์ทลับอต เม่ือขอบเขตควำมเขม้แสงในช่วงของ 
    กำรจ ำลอง –0.07 d   x   0.07 d  (a)  ระยะ z = 0.5LT  (b)  ระยะ z = 1.0LT 
 

กำรจ ำลองอนุภำคทีถู่กกกัในบ่อศักย์แบบฮำร์โมนิกออสซิลเลเตอร์แบบง่ำยใน 1 มติิ 
 ในกำรศึกษำกำรจ ำลองอนุภำคท่ีถูกกักในบ่อศกัย์นั้น กรณีฟังก์ชันของพลังงำนศกัย์   
แปรผนัโดยตรงกบัค่ำก ำลงัสองของพิกดั   2V x x    จะเรียกวำ่เป็น ฮำร์มอนิกออสซิลเลเตอร์

แบบง่ำย (simple harmonic oscillator) มีสมกำรเป็น   2 21

2
V x m x  ซ่ึงในระบบหน่วยอะตอม 

x

V x

x

V xI 

x 

I 

x 

I 

x 

I 

x 
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อนุภำคท่ีมีมวลเป็น m  และมีควำมเร็วเชิงมุมของกำรสั่นเป็น   จะมีค่ำเป็น 1  1m    ดงันั้น
กำรจ ำลองและหำผลเฉลยสมกำรชโรดิงเงอร์ท่ีไม่ข้ึนกบัเวลำในหน่ึงมิติท่ีถูกลดรูปในระบบหน่วย
อะตอม ด้วยวิธีกำรเชิงวิเครำะห์ (Analytical method) และวิธีกำรเชิงตวัเลข (Numerical method) 
โดยใชโ้ปรแกรม Mathematica มีล ำดบัขั้นตอนดงัภำพท่ี 3-4 ดงัน้ี 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

V=ฟังกช์นัพลงังำนของบ่อศกัย ์
L= ขอบเขตของบ่อศกัย ์

energy1 = ค่ำพลงังำนเจำะจงท่ี n=1 
energy2 = ค่ำพลงังำนเจำะจงท่ี n=2 
 

energy = ค่ำพลงังำนเจำะจง 
V= x2;L=4; 

 

Start 

even= Flatten[DSolve[{ψ''[x]+2*(energy-V)*ψ[x]⩵0, 

 ψ'[0]⩵0 ,ψ[L/4]⩵1},ψ[x],{x,-L,L}]] 

even 

odd= Flatten[DSolve[{ψ''[x]+2*(energy-V)*ψ[x]⩵0, 

 ψ[0]⩵0 ,ψ[L/4]⩵1},ψ[x],{x,-L,L}]] 

energy1=i/.FindRoot[Re[ψ[x]/.even/.x→L/.energy→i],{i,1}] 

energy2=i/.FindRoot[Re[ψ[x]/.odd/.x→L/.energy→i],{i,1}] 

 

Plot[Re[ψ[x]/.even/.x→L/.energy→i],{i,0,4}] 

Plot[Re[ψ[x]/.odd/.x→L/.energy→i],{i,0,4}] 
 

Re[ψ[x]/.even/. x→L/.energy →1]//N  
Re[ψ[x]/.odd/. x→L/.energy →1]//N  

Yes No 

A 
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ภำพท่ี 3-4  ผงักำรจ ำลองกำรกกัอนุภำคในบ่อศกัยฮ์ำร์มอนิกออสซิลเลเตอร์อยำ่งง่ำยใน 1 มิติ และ 
   กำรหำผลเฉลยสมกำรชโรดิงเงอร์ท่ีไม่ข้ึนกบัเวลำในหน่ึงมิติถูกลดรูปในระบบหน่วย 
   อะตอม ดว้ยวธีิกำรเชิงวเิครำะห์ โดยใชโ้ปรแกรม Mathematica  
 
 ในกำรหำผลเฉลยดว้ยวิธีกำรเชิงตวัเลขจะเรียกใช้ค  ำสั่ง ParametricNDSolveValue  ซ่ึง
เป็นค ำสั่งท่ีใช้ในกำรหำผลเฉลยเชิงตวัเลขตำมระเบียบวิธีหลำยขั้นแบบอดมั (multi-step Adam 
method) (Hoffman, 2001) แทนค ำสั่ง DSolve ซ่ึงเป็นค ำสั่งในกำรหำผลเฉลยเชิงวิเครำะห์ และกำร
หำค่ำพลงังำนท่ีถูกตอ้งตำมเง่ือนไขจะใชแ้บบระเบียบวธีิของนิวตนั (Newton’s method) (Hoffman, 
2001) ส ำหรับกำรหำผลเฉลยค่ำพลงังำนเจำะจง และฟังก์ชนัคล่ืนปกติสมนยักบัค่ำพลงังำนเจำะจง 
มีล ำดบัขั้นตอนดงัภำพท่ี 3-5 ดงัน้ี 
 

out1= เปอร์เซ็นตค์วำมน่ำจะเป็นในกำรตรวจพบอนุภำคนอกบ่อศกัยท่ี์ n=1 
out2= เปอร์เซ็นตค์วำมน่ำจะเป็นในกำรตรวจพบอนุภำคนอกบ่อศกัยท่ี์ n=2 

lim1= ขอบเขตท่ีพลงังำนของบ่อศกัยเ์ท่ำกบัพลงังำนของอนุภำค n=1 
lim2= ขอบเขตท่ีพลงังำนของบ่อศกัยเ์ท่ำกบัพลงังำนของอนุภำค n=2 

A 

p1= NIntegrate[Abs[Re[ψ[x]/.even/.(energy→energy1)]]2,{x,-L,L}]] 

wavenormalized1=Re[ψ[x]/.even/.(energy→energy1)]/Sqrt[p1] 

p2= NIntegrate[Abs[Re[ψ[x]/.odd/.(energy→energy2)]]2,{x,-L,L}]] 

wavenormalized2=Re[ψ[x]/.odd/.(energy→energy2)]/Sqrt[p2] 

 

wavenormalized1= ฟังกช์นัคล่ืนปกติท่ีสมนยักบัค่ำพลงังำนเจำะจง n=1 
wavenormalized2= ฟังกช์นัคล่ืนปกติท่ีสมนยักบัค่ำพลงังำนเจำะจง n=2 

   lim1=x/.FindRoot[V⩵energy1,{x,-L,0}] 

   lim2=x/.FindRoot[V⩵energy2,{x,-L,0}] 

out1= NIntegrate[Abs[Re[ψ[x]/.even/.(energy→energy1)]/ 

Sqrt[p1]]2, {x,-L,lim1}]*2*100 

out2= NIntegrate[Abs[Re[ψ[x]/.odd/.(energy→energy2)]/ 

Sqrt[p2]]2, {x,-L,lim2}]*2*100 

 

Stop 
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V=ฟังกช์นัพลงังำนของบ่อศกัย ์
L= ขอบเขตของบ่อศกัย ์

A 

energy = ค่ำพลงังำนเจำะจง V= x2;L=4; 

 

Start 

even= Flatten[[ParametricNDSolveValue[{ψ''[x]+ 

 2*(energy-V)*ψ[x]⩵0,ψ'[0]⩵0 ,ψ[L/4]⩵1},ψ, 

 {x,-L,L},{energy}] 

even 

odd= Flatten[[ParametricNDSolveValue[{ψ''[x]+ 

 2*(energy-V)*ψ[x]⩵0,ψ[0]⩵0 ,ψ[L/4]⩵1},ψ, 

 {x,-L,L},{energy}]] 

energy1=energy/.FindRoot[even[energy][L]==0,{energy,0}] 

energy2=energy/.FindRoot[even[energy][L]==0,{energy,0}] 

 

Plot[even[energy][L],{energy,0,4}] 

Plot[odd[energy][L],{energy,0,4}] 

p1= NIntegrate[Abs[even[energy1][x]]2,{x,-L,L}]; 

wavenormalized1= even[energy1][x]/Sqrt[p1] 

p2= NIntegrate[Abs[odd[energy1][x]]2,{x,-L,L}]; 

wavenormalized2= odd[energy2][x]/Sqrt[p2] 

Plot[even[10][x],{x,-L,L}]  

Plot[odd[10][x],{x,-L,L}]  

Yes No 

energy1 = ค่ำพลงังำนเจำะจงท่ี n=1 
energy2 = ค่ำพลงังำนเจำะจงท่ี n=2 
 

wavenormalized1= ฟังกช์นัคล่ืนปกติท่ีสมนยักบัค่ำพลงังำนเจำะจง n=1 
wavenormalized2= ฟังกช์นัคล่ืนปกติท่ีสมนยักบัค่ำพลงังำนเจำะจง n=2 
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ภำพท่ี 3-5  ผงักำรจ ำลองกำรกกัอนุภำคในบ่อศกัยฮ์ำร์มอนิกออสซิลเลเตอร์อยำ่งง่ำยใน 1 มิติ และ 
   กำรหำผลเฉลยสมกำรชโรดิงเงอร์ท่ีไม่ข้ึนกบัเวลำในหน่ึงมิติถูกลดรูปในระบบหน่วย 
   อะตอม ดว้ยวธีิกำรเชิงตวัเลข โดยใชโ้ปรแกรม Mathematica  
 
 จำกผงักำรจ ำลองกำรกกัอนุภำคในบ่อศกัยฮ์ำร์มอนิกออสซิลเลเตอร์อย่ำงง่ำยใน 1 มิติ
และกำรหำผลเฉลยสมกำรชโรดิงเงอร์ท่ีไม่ข้ึนกบัเวลำในหน่ึงมิติถูกลดรูปในระบบหน่วยอะตอม 
โดยใชโ้ปรแกรม Mathematica ดว้ยวธีิกำรเชิงวิเครำะห์และวิธีกำรเชิงตวัเลขในภำพท่ี 3-4  และ 3-5 
สรุปขั้นตอนไดด้งัน้ีคือ 

1. ก ำหนดฟังก์ชนัพลงังำนพลงังำนศกัยแ์ละขอบเขตของบ่อศกัย ์พร้อมทั้งก ำหนดมิติ
ระยะทำงใหอ้ยูใ่นระบบหน่วยอะตอม 

2. ใชห้ลกักำรก ำหนดเง่ือนไขในสองต ำแหน่งส ำหรับกำรหำผลเฉลยฟังก์ชนัคล่ืนจำก
วิธีกำรเชิงวิเครำะห์และวิธีกำรเชิงตวัเลขจำกสมกำรท่ี (2.12) กล่ำวคือ ให้อนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึงของ
ฟังก์ชนัคล่ืนท่ีแกนสมมำตร (x = 0) มีค่ำเป็นศูนย ์  (0) 0   และฟังก์ชนัคล่ืนท่ีต ำแหน่งใด ๆใน
หลุมแสงมีค่ำเป็น 1 ส ำหรับกำรหำผลเฉลยฟังก์ชันคล่ืนท่ีเป็นฟังก์ชนัคู่ และก ำหนดเง่ือนไข ให้
ฟังก์ชนัคล่ืนท่ีแกนสมมำตร (x = 0) มีค่ำเป็นศูนย ์  (0) 0  และฟังก์ชนัคล่ืนท่ีต ำแหน่งใด ๆ ใน
หลุมแสงมีค่ำเป็น 1 ท่ีเป็นฟังกช์นัค่ี 

lim1=x/.FindRoot[V⩵energy1,{x,-L,0}] 

lim2=x/.FindRoot[V⩵energy2,{x,-L,0}] 

out1= NIntegrate[Abs[even[energy1][x]/Sqrt[p1]]2, 

{x,-L,lim1}]*2*100 

out2= NIntegrate[Abs[odd[energy1][x]/Sqrt[p2]]2,  

, {x,-L,lim2}]*2*100 

 

Stop 

A 

lim1= ขอบเขตท่ีพลงังำนของบ่อศกัยเ์ท่ำกบัพลงังำนของอนุภำค n=1 
lim2= ขอบเขตท่ีพลงังำนของบ่อศกัยเ์ท่ำกบัพลงังำนของอนุภำค n=2 

out1= เปอร์เซ็นตค์วำมน่ำจะเป็นในกำรตรวจพบอนุภำคนอกบ่อศกัยท่ี์ n=1 
out2= เปอร์เซ็นตค์วำมน่ำจะเป็นในกำรตรวจพบอนุภำคนอกบ่อศกัยท่ี์ n=2 
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3. แกส้มกำรชโรดิงเงอร์ท่ีไม่ข้ึนกบัเวลำในหน่ึงมิติถูกลดรูปในระบบหน่วยอะตอม
เพื่อตรวจสอบฟังกช์นัคล่ืนท่ีขอบบ่อศกัยซ่ึ์งสอดคลอ้งกบัค่ำพลงังำนเจำะจง 

4. ใชร้ะเบียบวธีิของนิวตนัในกำรหำค่ำพลงังำนเจำะจง  
5. ท ำฟังกช์นัคล่ืนท่ีสมนยักบัค่ำพลงังำนเจำะจงใหเ้ป็นฟังกช์นัคล่ืนปกติ 
6. ค ำนวณหำขอบเขตท่ีระดบัพลงังำนของอนุภำคเท่ำกบัพลงังำนของบ่อศกัย ์หรือ

ขอบเขตของคล่ืนโอกำสท่ีจะตรวจพบอนุภำคภำยนอกบ่อศกัย ์ 
7. ค ำนวณหำเปอร์เซ็นตค์วำมน่ำจะเป็นในกำรตรวจพบอนุภำคนอกบ่อศกัยจ์ำกกำรหำ

พื้นท่ีใตก้รำฟของคล่ืนโอกำสท่ีจะตรวจพบอนุภำคภำยนอกบ่อศกัย ์
 ผลเฉลยฟังกช์นัคล่ืนและควำมหนำแน่นของควำมน่ำจะเป็นในกำรตรวจพบอนุภำคท่ีถูก
กกัในบ่อศกัยฮ์ำร์มอนิกออสซิลเลเตอร์อยำ่งง่ำยใน 1 มิติ  จำกวธีิกำรเชิงวเิครำะห์ (แสดงผลดว้ยจุด) 
และวธีิกำรเชิงตวัเลข (แสดงผลดว้ยเส้นประ) ตั้งแต่สถำนะพื้น ถึงสถำนะกระตุน้ท่ี 4 แสดงดงัตำรำง
ท่ี 1 ขณะท่ีผลเฉลยค่ำพลงังำนของอนุภำคท่ีถูกกกัในบ่อศกัยแ์ละเปอร์เซ็นต์ควำมหนำแน่นของ
ควำมน่ำจะเป็นในกำรตรวจพบอนุภำคนอกบ่อศกัย ์แสดงดงัตำรำงท่ี 3-1 ตำมล ำดบั 
 
ตำรำงท่ี 3-1  ผลเฉลยฟังกช์นัคล่ืน และควำมหนำแน่นของควำมน่ำจะเป็นในกำรตรวจพบอนุภำค 
                     ท่ีถูกกกัในบ่อศกัยฮ์ำร์มอนิกออสซิลเลเตอร์อยำ่งง่ำยใน 1 มิติจำกวธีิกำรเชิงวเิครำะห์  
      และวธีิกำรเชิงตวัเลข 
 
ระดับพลงังำน 

(n) 
ฟังก์ชันคล่ืน 

 x  
ควำมหนำแน่นของควำมน่ำจะเป็น 

 P x  

0 

 

 
 

 

 

 
 
 

Analytical Method

Numerical Method

 x    P x   
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ตำรำงท่ี 3-1  (ต่อ) 
 

ระดับพลงังำน 
(n) 

ฟังก์ชันคล่ืน 

 x  

ควำมหนำแน่นของควำมน่ำจะเป็น 

 P x  

1 

 

 
 

 

 

2 

 

 
 

 

 

3 

 

 

 

 
 

4 

 

 

 

 
 

Analytical Method

Numerical Method

 x    P x   

Analytical Method

Numerical Method

 x    P x   

 x   Analytical Method

Numerical Method

 P x   

Analytical Method

Numerical Method

 x    P x   
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ตำรำงท่ี 3-2  ผลเฉลยค่ำพลงังำนของอนุภำคท่ีถูกกกัในบ่อศกัย ์และเปอร์เซ็นตค์วำมหนำแน่นของ 
                     ควำมน่ำจะเป็นในกำรตรวจพบอนุภำคนอกบ่อศกัยฮ์ำร์มอนิกออสซิลเลเตอร์อยำ่งง่ำย 
      ใน 1 มิติจำกวธีิกำรเชิงวเิครำะห์ และวธีิกำรเชิงตวัเลข 
 
ระดับพลงังำน 

(n) 
ค่ำพลงังำน 

(a.u.) 
เปอร์เซ็นต์ควำมหนำแน่นของควำมน่ำจะเป็น 

ในกำรตรวจพบอนุภำคนอกบ่อศักย์ 

0   0.50    15.73 
1 1.50 11.16 
2 2.50 9.47 
3 3.50 8.33 
4 4.50 6.93 

 
 จำกผลกำรศึกษำกำรจ ำลองอนุภำคท่ีถูกกกัในบ่อศกัยแ์บบฮำร์มอนิกออสซิลเตอร์อย่ำง
ง่ำยใน 1 มิติ ดงัตำรำงท่ี 3-1  และตำรำงท่ี 3-2 แสดงให้เห็นว่ำ ผลเฉลยจำกขั้นตอนและหลักกำร
ก ำหนดเง่ือนไขในสองต ำแหน่งส ำหรับกำรหำผลเฉลยฟังก์ชันคล่ืนปกติท่ีสมนัยกบัค่ำพลงังำน
เจำะจงท่ีไดจ้ำกกำรใชร้ะเบียบวิธีของนิวตนั รวมไปถึงกำรวิเครำะห์เปอร์เซ็นต์ควำมหนำแน่นของ
ควำมน่ำจะเป็นในกำรตรวจพบอนุภำคนอกบ่อศกัยท์ั้งจำกวิธีกำรเชิงวิเครำะห์และวิธีกำรเชิงตวัเลข
ให้ผลเฉลยตรงกนัในทุกระดบัพลงังำนตั้งแต่ท่ีสถำนะพื้นจนถึงสถำนะกระตุน้ท่ี 4 และนอกจำกน้ี 
วธีิกำรทั้งสองยงัให้ผลเฉลยระดบัพลงังำนและฟังก์ชนัคล่ืนปกติท่ีสมนยักบัค่ำพลงังำนตรงตำมกำร
วเิครำะห์  
 เน่ืองจำกฟังก์ชันพลังงำนศกัยแ์บบฮำร์มอนิกออสซิลเลเตอร์อย่ำงง่ำยเป็นบ่อศกัย์ท่ีมี
ฟังก์ชันพลงังำนศกัยค์ล้ำยกับหลุมแสงจำกคล่ืนน่ิง    2sinV x kx   โดยพิจำรณำจำกกำร
กระจำยพหุนำมพจน์ท่ีหน่ึงและสองด้วยอนุกรมเทเลอร์ (Taylor series) กบัฟังก์ชันพลงังำนศกัย์
ของหลุมแสงจำกคล่ืนน่ิงซ่ึงจะไดฟั้งก์ชนัพลงังำนศกัยท่ี์แปรผนัโดยตรงกบัค่ำก ำลงัสองของพิกดั
เช่นเดียวกนั ดงันั้นในกำรศึกษำวจิยัน้ีจึงน ำขั้นตอนและหลกักำรศึกษำกำรกกัอนุภำคในบ่อศกัยต์ำม
ผงักำรจ ำลองและกำรหำผลเฉลยสมกำรชโรดิงเงอร์ท่ีไม่ข้ึนกบัเวลำในหน่ึงมิติถูกลดรูปในระบบ
หน่วยอะตอม โดยใช้โปรแกรม Mathematica ด้วยวิธีกำรเชิงวิเครำะห์และวิธีกำรเชิงตวัเลข ดงั
แสดงในภำพท่ี 3-4 และ  3-5 ไปศึกษำกำรกกัอนุภำคในหลุมแสงจำกคล่ืนน่ิง และหลุมแลตทิชจำก
ปรำกฏกำรณ์ทลับอตต่อไป 
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กำรหำผลเฉลยฟังก์ชันคล่ืนทีส่มนัยกบัผลเฉลยพลงังำนของอนุภำคทีถู่กกกัในหลมุแสง 
 กำรหำผลเฉลยสมกำรชโรดิงเงอร์ท่ีไม่ข้ึนกบัเวลำในหน่ึงมิติส ำหรับอนุภำคในหลุมแสง 
จะพิจำรณำบ่อศกัยท่ี์มีฟังก์ชนัอยูใ่นรูปของควำมเขม้แสง ( ( )V x I ) โดยใชส้มกำรชโรดิงเงอร์ท่ี
ไม่ข้ึนกบัเวลำในหน่ึงมิติท่ีถูกลดรูปใหอ้ยูใ่นในระบบอะตอม ดงัสมกำรท่ี (2.12) (Hartree, 1928)  

 
2

2

( )
2 ( ) ( ) 0 

d x
E V x x

dx


    

 ในกำรก ำหนดฟังก์ชนัพลงังำนของบ่อศกัยจ์ำกควำมเขม้แสงนั้น จะก ำหนดให้มิติของ
ควำมยำวอยูใ่นระบบหน่วยอะตอม พร้อมในสัดส่วน 100 เท่ำของระบบหน่วยอะตอม เช่นเดียวกนั
กบักำรจ ำลองหลุมแสง  
 กรณีหลุมแสงจำกคล่ืนน่ิง เม่ือคล่ืนน่ิงควำมยำวคล่ืน  อยูใ่นแนวแกน x  ควำมเขม้แสง
จำกค่ำสัมบูรณ์ของฟังกช์นัคล่ืนน่ิง S  ท่ีต  ำแหน่ง x  ใด ๆ เป็นหลุมแสงจำกสมกำรท่ี (2.1) 

* 2

0 sinS SI I kx    
 และในกรณีหลุมแลตทิชปรำกฏกำรณ์ทลับอต เม่ือให้แนวของเกรตติงอยูใ่นแนวแกน x  
และร้ิวรอยกำรแทรกสอดหลังเกรตติงกระจำยตัวไปในแนวแกน z  ฟังก์ชันคล่ืนของแสงท่ี
ต ำแหน่ง ( x  ) ใด ๆ ดงัสมกำร ท่ี (2.7) 

22
( , )  expT n

n T

in
x z A in x z

d L

 


 
  

 
  

(Case, et all., 2009) และค่ำสัมบูรณ์ของควำมเขม้แสงท่ีต ำแหน่ง ( ,x z ) ใด ๆ ดงัสมกำรท่ี (2.8)  
2 2

*

0

,

2 ( )
 exp ( )T T n m

n m T

i n m
I I A A i n m x z

d L

 
 

 
    

 
  

 ส ำหรับกำรหำผลเฉลยจำกสมกำรชโรดิงเงอร์ท่ีไม่ข้ึนกบัเวลำในหน่ึงมิติท่ีลดรูปให้อยูใ่น
ระบบอะตอม ซ่ึงมี V(x) เป็นฟังก์ชนัไม่เชิงเส้นทั้งหลุมแสงจำกคล่ืนน่ิงและหลุมแลตทิชของแสง
จำกปรำกฏกำรณ์ทลับอต จึงใชท้ั้งวิธีกำรหำค ำตอบเชิงวิเครำะห์และวิธีกำรเชิงตวัเลขเพื่อเปรียบผล
ท่ีไดใ้นกรณีหลุมแสงจำกคล่ืนน่ิง ส ำหรับแลตทิชของแสงจำกปรำกฏกำรณ์ทลับอตจะใชว้ธีิกำรเชิง
ตวัเลขเท่ำนั้น ซ่ึงค่ำของ 0I จะถูกก ำหนดให้มีค่ำเท่ำกับ 1 เท่ำกันในทั้งสองกรณี  0 1I   เพื่อ
เปรียบเทียบกำรกกัอนุภำคในหลุมแสงทั้งสองรูปแบบดงักล่ำว ตำมขั้นตอนดงัภำพท่ี 3-4 และ 3-5 
(ดูรำยละเอียดขั้นตอนกำรจ ำลองและกำรหำผลเฉลย ในภำคผนวก) 
 ในกำรศึกษำน้ีจะหำผลเฉลยฟังก์ชนัคล่ืนปกติท่ีสมนยักบัค่ำพลงังำนเจำะจง รวมไปถึง
ควำมหนำแน่นของโอกำสท่ีจะตรวจพบอนุภำคนอกบ่อศกัย ์ตั้งแต่สถำนะพื้น (ระดบัพลงังำนท่ี 1) 
ถึงสถำนะกระตุน้ท่ี 4  (ระดบัพลงังำนท่ี 5) ของอนุภำคท่ีถูกกกัในหลุมแสงจำกคล่ืนน่ิง และหลุม
แลตทิชจำกปรำกฏกำรณ์ทลับอตท่ีระยะ 0.5LT และ ระยะ 1.0LT  



 
 

บทที ่4 
ผลการวจิยั 

 
ผลการจ าลองหลมุแสงจากคล่ืนน่ิงและหลุมแลตทิชจากปรากฏการณ์ทัลบอต 
 เม่ือใชแ้สงอาพนัธ์ความยาวคล่ืน 532 นาโนเมตร จ าลองหลุมแสงจากคล่ืนน่ิงในหน่ึงมิติ 
โดยก าหนดขอบเขตความเขม้แสงในช่วงของการจ าลอง  – /2   x    /2 มีแกนสมมาตรท่ี x = 0 
พร้อมในสัดส่วน 100 เท่าของระบบหน่วยอะตอม แสดงผลดงัภาพท่ี 4-1(a) และใชแ้สงอาพนัธ์ท่ีมี
ความยาวคล่ืน 532 นาโนเมตร จ าลองแลตทิชของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอตในหน่ึงมิติกบั   
เกรตติงท่ีมี d = 2 ไมโครเมตร f = 0.9 และก าหนดขอบเขตของความเขม้แสงในช่วงของการจ าลอง  
–0.25d   x   0.25d ท่ีระยะห่างระหวา่งแลตทิชเป็นคร่ึงหน่ึงของคาบของเกรตติง (z = 0.5LT) และ
ท่ีระยะห่างระหว่างแลตทิชเท่ากบัคาบของเกรตติง (z = 1.0LT) หลงัเกรตติง โดยมีแกนสมมาตรท่ี    
x = 0 พร้อมในสัดส่วน 100 เท่าของระบบหน่วยอะตอม แสดงผลดังภาพท่ี 4-1(b) และ 4-1(c) 
ตามล าดบั 
 

           
                       (a)                                                (b)                            (c) 
 
ภาพท่ี 4-1  ผลการจ าลอง (a) หลุมแสงจากคล่ืนน่ิง  
                  (b) หลุมแลตทิชของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอต ระยะ z = 0.5LT  
                  (c) หลุมแลตทิชของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอต ระยะ z = 1.0LT         
 
 ในการศึกษาน้ี ศึกษาการกกัอนุภาคในบ่อศกัยโ์ดยไม่ค  านึงถึงอนัตรกิริยาอ่ืน ๆ จึงก าหนด
ขอบเขตความเขม้แสงในช่วงการจ าลองหลุมแลตทิชของแสงในหน่ึงมิติจากปรากฏการณ์ทลับอตท่ี
ระยะ z = 0.5LT และ ท่ีระยะ z = 1.0LT โดยจะพิจารณาในช่วง –0.07d   x   0.07d ซ่ึงอยูใ่นขอบเขต
ส าหรับพิจารณาการกกัอนุภาค แสดงผลดงัภาพท่ี 4-2 
 

x

V x

x

V x

x

V x
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                               (a)                                                                                   (b)   
  
ภาพท่ี 4-2  ผลการจ าลองหลุมแลตทิชของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอต ขอบเขตความเขม้แสง 
                  ในช่วงของการจ าลอง –0.07 d   x   0.07 d  (a) ระยะ z = 0.5LT  (b) ระยะ z = 1.0LT 
 

ผลเฉลยฟังก์ชันคล่ืนและความหนาแน่นของความน่าจะเป็นในการตรวจพบอนุภาคทีถู่ก
กกัในหลุมแสงจากคล่ืนน่ิง 
 ผลเฉลยฟังก์ชนัคล่ืนและความหนาแน่นของความน่าจะเป็นในการตรวจพบอนุภาคท่ีถูก
กกัในหลุมแสงจากคล่ืนน่ิง 1 มิติ จากวิธีการเชิงวิเคราะห์ (แสดงผลดว้ยจุด) และวิธีการเชิงตวัเลข 
(แสดงผลด้วยเส้นประ) ตั้งแต่ระดบัพลงังานท่ี 1 (n  = 1) ถึงระดบัพลงังานท่ี 5 (n  = 5) แสดงดงั
ตารางท่ี 4-1 ขณะท่ีผลเฉลยฟังก์ชันคล่ืนและความหนาแน่นของความน่าจะเป็นในการตรวจพบ
อนุภาคท่ีถูกกกัในหลุมแลตทิชของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอต 1 มิติท่ีระยะ z = 0.5LT และ 1.0LT 
ท่ีระดบัพลงังานท่ี 1 (n = 1) ถึงระดบัพลงังานท่ี 5 (n = 5) แสดงดงัตารางท่ี 4-2 และ 4-3 ตามล าดบั 

 
ตารางท่ี 4-1  ผลเฉลยฟังกช์นัคล่ืน และความหนาแน่นของความน่าจะเป็นในการตรวจพบอนุภาค 
                     ท่ีถูกกกัในหลุมแสงจากคล่ืนน่ิง 1 มิติ จากวธีิการเชิงวเิคราะห์ และวธีิการเชิงตวัเลข 
 
ระดับพลงังาน 

(n) 
ฟังก์ชันคล่ืน 

 x  
ความหนาแน่นของความน่าจะเป็น 

 P x  

1 

 

 

 

 
 

x

V x

x

V x

Analytical Method

Numerical Method

 x   
 P x   
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ตารางท่ี 4-1  (ต่อ) 
 
ระดับพลงังาน 

(n) 
ฟังก์ชันคล่ืน 

 x  
ความหนาแน่นของความน่าจะเป็น 

 P x  

2 

 

 

 

 
 

3 

 

 

 

 
 

4 

 

 

 

 
 

5 

 

 

 

 
 

 
จากตารางท่ี 4-1 จะเห็นวา่ ผลเฉลยฟังก์ชนัคล่ืนและความหนาแน่นของความน่าจะเป็นใน

การตรวจพบอนุภาคท่ีถูกกกัในหลุมแสงจากคล่ืนน่ิง 1 มิติ ท่ีไดจ้ากวิธีการเชิงวิเคราะห์และวิธีการ
เชิงตวัเลข ให้ผลเฉลยตรงกนั ในทุกระดบัพลงังานตั้งแต่ระดบัพลงังานท่ี 1 (n = 1) จนถึงระดับ
พลงังานท่ี 5 (n = 5) 

x

V x

x

V x

x

V x

x

V x

x

V x

x

V x

x

V x

x

V x

Analytical Method

Numerical Method

 x    P x   

Analytical Method

Numerical Method

 P x   

Analytical Method

Numerical Method

 x    P x   

 x   
Analytical Method

Numerical Method

 P x   

 P x   

 x   
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ผลเฉลยฟังก์ชันคล่ืนและความหนาแน่นของความน่าจะเป็นในการตรวจพบอนุภาคทีถู่ก
กกัในหลุมแลตทชิของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอต 
 ผลเฉลยฟังกช์นัคล่ืนและความหนาแน่นของความน่าจะเป็นในการตรวจพบอนุภาคท่ีถูก
กกัในหลุมแลตทิชของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอตท่ีระยะคร่ึงทลับอต (0.5LT) และท่ีหน่ึงทลับอต 
(1.0LT) แสดงผลดงัตารางท่ี 4-2 และ 4-3 ตามล าดบั 

 
ตารางท่ี 4-2  ผลเฉลยฟังกช์นัคล่ืนอนุภาคท่ีถูกกกัในหลุมแลตทิชของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอต  
                     1 มิติ ในช่วง –0.07d   x   0.07d    
 
ระดับพลงังาน (n) z = 0.5LT z = 1.0LT 

1 

 

 

 

 
 

2 

 

 

 

 
 

3 

 

 

 

 
 

 
 

x

V x

x

V x

x

V x

x

V x

x

V x

x

V x

 x   
 x   

 x   
 x   

 x   
 x   
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ตารางท่ี 4 2  (ต่อ) 
 
ระดับพลงังาน (n) z = 0.5LT z = 1.0LT 

4 

 

 
 

 

 

5 

 

 
 

 

 
 

 
ตารางท่ี 4-3  ผลเฉลยความหนาแน่นของความน่าจะเป็นในการตรวจพบอนุภาคท่ีถูกกกัในหลุม 
                     แลตทิชของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอต 1 มิติ ในช่วง –0.07d   x   0.07d 
 
ระดับพลงังาน (n) z = 0.5LT z = 1.0LT 

1 

 

 
 

 

 

2 

 

 

 

 
 

x

V x

x

V x

x

V x

x

V x

x

V x

x

V x

x

V x

x

V x

 P x    P x   

 x   
 x   

 x   
 x   

 P x   
 P x   
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ตารางท่ี 4-3  (ต่อ) 
 
ระดับพลงังาน (n) z = 0.5LT z = 1.0LT 

3 

 

 

 

 
 

4 

 

 
 

 

 
 

5 

 

 
 

 

 
 

 

ผลเฉลยค่าพลังงานของอนุภาคที่ถูกกักในบ่อศักย์ และเปอร์เซ็นต์ความหนาแน่นของ
ความน่าจะเป็นในการตรวจพบอนุภาคนอกบ่อศักย์ 

ความหนาแน่นของความน่าจะเป็นในการตรวจพบอนุภาค P( ) ( ) ( )x x x   ซ่ึงหาได้
จากผลเฉลยฟังก์ชันคล่ืนจากสมการชโรดิงเงอร์ท่ีไม่ข้ึนกบัเวลาในหน่ึงมิติท่ีถูกลดรูปให้อยู่ใน
ระบบหน่วยอะตอม ดงันั้นโอกาสในการตรวจพบอนุภาคนอกบ่อศกัยจึ์งหาได้จากพื้นท่ีใตก้ราฟ
ของ P( )x  ซ่ึงสามารถพิจารณาหรือเปรียบเทียบในรูปของเปอร์เซ็นต์ และผลเฉลยระดบัพลงังาน
ของอนุภาคท่ีถูกกกัในบ่อศกัยจ์ากหลุมแสงจากคล่ืนน่ิงและหลุมแลตทิชจากปรากฏการณ์ทลับอต
แสดงผลดงัตารางท่ี 4-4 
 
 

x

V x

x

V x

x

V x

x

V x

x

V x

x

V x

 P x   
 P x   

 P x   
 P x   

 P x   
 P x   
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ตารางท่ี 4-4  ผลเฉลยค่าพลงังานของอนุภาคท่ีถูกกกัในบ่อศกัย ์และเปอร์เซ็นตค์วามหนาแน่นของ 
                     ความน่าจะเป็นในการตรวจพบอนุภาคนอกบ่อศกัย ์
 

ระดับ
พลงังาน (n) 

ค่าพลงังาน (a.u.) 
เปอร์เซ็นต์ความหนาแน่น 

ของความน่าจะเป็น 
ในการตรวจพบอนุภาคนอกบ่อศักย์ 

คล่ืนน่ิง 
ของแสง 

ปรากฏการณ์ทลับอต คล่ืนน่ิง 
ของแสง 

ปรากฏการณ์ทลับอต 
0.5LT 1.0LT 0.5LT 1.0LT 

1 4.35 50.25 0.42 16.09% 10.19% 0.88% 
2 13.00 51.08 1.56 11.58% 9.93% 2.10% 
3 21.43 53.59 3.34 10.02% 2.97% 2.94% 
4 29.65 55.57 5.73 9.17% 3.96% 3.26% 
5 37.64 58.31 8.78 8.63% 3.90% 3.23% 

 
 จากตารางท่ี 4-4 จะเห็นวา่เปอร์เซ็นตค์วามหนาแน่นของความน่าจะเป็นในการตรวจพบ
อนุภาคนอกบ่อศกัยจ์ากหลุมแลตทิชจากปรากฏการณ์ทลับอตมีค่าน้อยกว่าหลุมแสงจากคล่ืนน่ิง
อยา่งมีนยัส าคญั  



 
 

บทที ่5 
สรุปและอภปิรายผล 

 
สรุปผลการวจิัย 
 ผลเฉลยพลงังานของอนุภาคและฟังก์ชนัคล่ืนท่ีสมนยักบัค่าพลงังานของอนุภาคท่ีถูกกกั
ในบ่อศกัยจ์ากสมการชโรดิงเงอร์ท่ีไม่ข้ึนกบัเวลาในหน่ึงมิติและถูกลดรูปให้อยู่ในระบบหน่วย
อะตอม พบวา่ อนุภาคท่ีถูกกกัในหลุมแลตทิชของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอตท่ีระยะหน่ึงทลับอต
มีพลังงานน้อยกว่าในหลุมแสงจากคล่ืนน่ิง แต่อนุภาคท่ีถูกกักในหลุมแลตทิชของแสงจาก
ปรากฏการณ์ทลับอตท่ีระยะคร่ึงทลับอตมีพลงังานมากกวา่ท่ีระยะหน่ึงทลับอตและมากกวา่ในหลุม
แสงจากคล่ืนน่ิงในทุกระดบัพลงังานตั้งแต่สถานะพื้น จนถึงสถานะกระตุน้ท่ี 4 นอกจากน้ี เม่ือ
เปรียบเทียบค่าเปอร์เซ็นต์ความหนาแน่นของความน่าจะเป็นในการตรวจพบอนุภาคนอกบ่อศกัย ์
พบว่า ความน่าจะเป็นในการตรวจพบอนุภาคนอกบ่อศกัยจ์ากปรากฏการณ์ทลับอตมีค่าน้อยกว่า
หลุมแสงจากคล่ืนน่ิง  
 

อภิปรายผลการวจิัย 
 จากผลการจ าลอง พบวา่ หลุมแลตทิชจากปรากฏการณ์ทลับอตท่ีระยะคร่ึงทลับอตมีค่า
พลงังานเร่ิมตน้มากกว่าท่ีระยะหน่ึงทลับอตและมากกว่าหลุมแสงจากคล่ืนน่ิง (ประมาณ 50 a.u.) 
แสดงดงัภาพท่ี 5-1 ดงันั้น อนุภาคท่ีถูกกกับ่อศกัยจ์ากหลุมแลตทิชจากปรากฏการณ์ทลับอตท่ีระยะ
คร่ึงทลับอตจึงมีพลงังานมากกวา่ท่ีระยะหน่ึงทลับอตและมากกวา่หลุมแสงจากคล่ืนน่ิง 
 

                
                      (a)                                                 (b)                              (c) 
 
ภาพท่ี 5-1  ผลการจ าลองระดบัพลงังานในบ่อศกัย ์ (a) หลุมแสงจากคล่ืนน่ิง  
                  (b) หลุมแลตทิชของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอต ระยะ z = 0.5LT  
                  (c) หลุมแลตทิชของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอต ระยะ z = 1.0LT         



36 

 นอกจากน้ี เม่ือก าหนดให้ความกวา้งของหลุมแสงจากคล่ืนน่ิงและหลุมแลตทิชจาก
ปรากฏการณ์ทลับอตมีขนาดเท่ากนั ดงัภาพท่ี 5-2 ผลการจ าลองพบว่า เปอร์เซ็นต์ความหนาแน่น
โอกาสท่ีจะตรวจพบอนุภาคนอกบ่อศกัยจ์ากหลุมแลตทิชจากปรากฏการณ์ทลับอตยงัมีค่านอ้ยกว่า
หลุมแสงจากคล่ืนน่ิง สอดคล้องกับผลจ าลองท่ีพบว่า หลุมแลตทิชจากปรากฏการณ์ทลับอตมี
ลกัษณะใกล้เคียงกบัการเป็นบ่อศกัยม์ากกว่าหลุมแสงจากคล่ืนน่ิง ดงันั้นความน่าจะเป็นในการ
ตรวจพบอนุภาคนอกบ่อศกัยจ์ากหลุมแลตทิชจากปรากฏการณ์ทลับอตจึงมีค่านอ้ยกวา่หลุมแสงจาก
คล่ืนน่ิงอยา่งชดัเจน  
 

              
                     (a)                                                  (b)                              (c) 
 
ภาพท่ี 5-2  ผลการจ าลองบ่อศกัยท่ี์มีความกวา้งเท่ากนั  (a) หลุมแสงจากคล่ืนน่ิง  
                  (b) หลุมแลตทิชของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอต ระยะ z = 0.5LT  
                  (c) หลุมแลตทิชของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอต ระยะ z = 1.0LT         
  
 หลกัการหาผลเฉลยสมการชโรดิงเงอร์ในหน่ึงมิติท่ีถูกลดรูปในระบบหน่วยอะตอม ดว้ย
วธีิการเชิงวเิคราะห์และวธีิการเชิงตวัเลข โดยใชโ้ปรแกรม Mathematica ในการศึกษาวจิยัน้ีสามารถ
น าไปใชศึ้กษาการจ าลองอนุภาคท่ีถูกกกัในบ่อศกัยพ์ื้นฐานหน่ึงมิติรูปแบบต่าง ๆ เช่น บ่อศกัยแ์บบ
มุมฉากสูงอนนัต ์บ่อศกัยแ์บบมุมฉากลึกจ ากดั และบ่อศกัยฮ์าร์มอนิกออสซิลเลเตอร์อยา่งง่าย ซ่ึงผล
เฉลยท่ีไดจ้ากวิธีการทั้งสองตรงกบัผลเฉลยจากการวิเคราะห์ นอกจากน้ีหลกัการหาผลเฉลยด้วย
วิธีการเชิงตวัเลขสามารถน าไปใช้ศึกษากบัปัญหาบ่อศกัยท่ี์เป็นฟังก์ชันไม่เชิงเส้นในรูปแบบท่ี
ซับซ้อนได้ ดงันั้น หลกัการหาผลเฉลยสมการชโรดิงเงอร์ในหน่ึงมิติท่ีถูกลดรูปในระบบหน่วย
อะตอม ด้วยวิธีการเชิงวิเคราะห์และวิธีการเชิงตวัเลข โดยใช้โปรแกรม Mathematica น้ีจะเป็น
ประโยชน์ต่อการศึกษากลศาสตร์ควอนตมัพื้นฐานไปจนถึงกลศาสตร์ควอนตมัระดบัสูงได ้
 การศึกษาวิจัยเก่ียวกับการกักอนุภาคในหลุมแสงจากคล่ืนน่ิงและหลุมแลตทิชจาก
ปรากฏการณ์ทลับอตน้ีเป็นจุดเร่ิมตน้และจะเป็นประโยชน์ส าหรับการศึกษาวิจยัระดบัอุดมศึกษา
ต่อไป 
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ภาคผนวก 



 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาคผนวก ก 
การจ าลองอนุภาคท่ีถูกกกัในหลุมหลุมแลตทิซของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอต ท่ีระยะ 1.0LT  และ
การหาผลเฉลยสมการชโรดิงเงอร์ท่ีไม่ข้ึนกบัเวลาในหน่ึงมิติท่ีถูกลดรูปในระบบหน่วยอะตอม 

ดว้ยวธีิการเชิงตวัเลข (Numerical method) โดยใชโ้ปรแกรม Mathematica 
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a0=5.29*10-11; λ=532*10-9/(100*a0); k= 2π/λ; d=2*10-6/(100*a0)  
 

LT=d2/λ; kd= 2π/d; f=0.9; =25 

 

  

 

 

Inten[x_,z_]= Ψn[x,z] [x,z]; V=Abs[Inten[x,LT]]; L=0.07d;  
 

A 

energy = ค่าพลงังานเจาะจง 

even= Flatten[[ParametricNDSolveValue[{ψ''[x]+ 

 2*(energy-V)*ψ[x]⩵0,ψ'[0]⩵0,ψ[L/4]⩵1},ψ, 

 {x,-L,L},{energy}]] 

even 

odd= Flatten[[ParametricNDSolveValue[{0.5*ψ''[x]+ 

 (energy-V)*ψ[x]⩵0,ψ[0]⩵0 ,ψ[L/4]⩵1},ψ,{x,-L,L},  

 {energy}]] 

Plot[even[10][x],{x,-L,L}]  

Plot[odd[10][x],{x,-L,L}]  

Yes No 

V=ฟังกช์นัพลงังานของบ่อศกัย ์
L= ขอบเขตของบ่อศกัย ์

Start 

energy1=energy/.FindRoot[even[energy][L]==0,{energy,0}] 

energy2=energy/.FindRoot[even[energy][L]==0,{energy,0}] 

 

energy1 = ค่าพลงังานเจาะจงท่ี n=1 
energy2 = ค่าพลงังานเจาะจงท่ี n=2 
 

Plot[even[energy][L],{energy,0,0.05}] 

Plot[odd[energy][L],{energy,0,0.05}] 



42 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพภาคผนวก ก-1  ผงัการจ าลองการกกัอนุภาคในหลุมแลตทิชของแสงจากปรากฏการณ์ทลับอตท่ี 
               ระยะ 1.0LT และการหาผลเฉลยสมการชโรดิงเงอร์ท่ีไม่ข้ึนกบัเวลาในหน่ึงมิติ 
     ถูกลดรูปในระบบหน่วยอะตอม ดว้ยวธีิการเชิงตวัเลข โดยใชโ้ปรแกรม  
     Mathematica  

  p1= NIntegrate[Abs[even[energy1][x]]2,{x,-L,L}]; 

  wavenormalized1= even[energy1][x]/Sqrt[p1] 

  p2= NIntegrate[Abs[odd[energy1][x]]2,{x,-L,L}]; 

  wavenormalized2= odd[energy2][x]/Sqrt[p2] 

wavenormalized1= ฟังกช์นัคล่ืนปกติท่ีสมนยักบัค่าพลงังานเจาะจง n=1 
wavenormalized2= ฟังกช์นัคล่ืนปกติท่ีสมนยักบัค่าพลงังานเจาะจง n=2 

 lim1=x/.FindRoot[V⩵energy1,{x,-L,0}] 

 lim2=x/.FindRoot[V⩵energy2,{x,-L,0}] 

out1= NIntegrate[Abs[even[energy1][x]/Sqrt[p1]]2, 

{x,-L,lim1}]*2*100 

out2= NIntegrate[Abs[odd[energy1][x]/Sqrt[p2]]2,  

, {x,-L,lim2}]*2*100 

 

Stop 

lim1= ขอบเขตท่ีพลงังานของบ่อศกัยเ์ท่ากบัพลงังานของอนุภาค n=1 
lim2= ขอบเขตท่ีพลงังานของบ่อศกัยเ์ท่ากบัพลงังานของอนุภาค n=2 

out1= เปอร์เซ็นตค์วามน่าจะเป็นในการตรวจพบอนุภาคนอกบ่อศกัยท่ี์ n=1 
out2= เปอร์เซ็นตค์วามน่าจะเป็นในการตรวจพบอนุภาคนอกบ่อศกัยท่ี์ n=2 

A 


