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บทคัดย่อภาษาไทย 
 

งานวิจัยน้ีเป็นการศึกษาการมีอยู่จริงของผลเฉลยของปัญหาค่าขอบของสมการเชิงอนุพันธ์
เชิงเศษส่วนคอนฟอร์เมเบิลแบบไม่เชิงเส้น  โดยมีการสร้างกรีนส์ฟังก์ชันและหลักการเปรียบเทียบขึ้น
ใหม่สําหรับปัญหาค่าขอบแบบเชิงเส้นของสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วนคอนฟอร์เมเบิล  พร้อมท้ัง
นิยามผลเฉลยล่างและผลเฉลยบนเพ่ือใช้เป็นฟังก์ชันเริ่มต้นสําหรับวิธีการทําซํ้าทางเดียวและแสดงว่า
ลําดับที่เกิดขึ้นลู่เข้าสู่ผลเฉลยสุดขีดของปัญหาค่าขอบของสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วนคอนฟอร์เม
เบิลแบบไม่เชิงเส้น  นอกจากน้ียังมีการศึกษาการมีอยู่จริงของผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพันธ์
เชิงเศษส่วนแบบรีมันน์ ลียูวิลล์ร่วมกับเงื่อนไขค่าขอบในรูปปริพันธ์เชิงเศษส่วนแบบคาทูกัมโปลา โดย
ใช้ทฤษฎีจุดตรึงของคาเซโนเซลสกิ และทฤษฎีจุดตรึงของอริแกน 

 
คําสําคัญ:  ปัญหาค่าขอบ; อนุพันธ์เชิงเศษส่วนคอนฟอร์เมเบิล; สมการเชิงอนุพันธ์ที่มีอิมพัลส์; 
เทคนิคทําซํ้าทางเดียว; ทฤษฎีจุดตรึงของคาเซโนเซลสกิ; ทฤษฎีจุดตรึงของอริแกน; ปริพันธ์เชิง
เศษส่วนแบบคาทูกัมโปลา 
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Abstract 
 

 In this research, we investigate the existence of solutions for boundary value 
problems of nonlinear impulsive conformable fractional differential equations with 
delay. By establishing the associate Green's function and a comparison result for the 
linear impulsive problem, we obtain that the lower and upper solutions converge to 
the extremal solutions via the monotone iterative technique. Moreover, We applying 
Krasnoselskii’s and O’Regan’s fixed point theorems, in this research, we study the 
existence of solutions for a coupled system consisting from Langevin fractional 
differential equations of Riemann-Liouville type subject to the generalized nonlocal 
integral boundary conditions. 
 
Keywords: Boundary value problem; conformable fractional derivative; impulsive 
differential equation; monotone iterative technique; Krasnoselskii’s fixed point 
theorem; O’Regan’s fixed point theorem; generalized fractional integral. 
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บทท่ี 1 
บทนํา 

 
1.1 ความสาํคัญและที่มาของปัญหาที่ทําการวิจัย 
 

 สมการเชิงอนุพันธ์ที่มีอิมพัลส์คือสมการที่ใช้อธิบายปัญหาหรือปรากฏการณ์ท่ีมีการ
เปลี่ยนแปลงปริมาณของสิ่งที่เราสนใจอย่างทันทีทันใด  ซ่ึงในปีที่ผ่านสมการเชิงอนุพันธ์ท่ีมีอิมพัลส์ได้
กลายเป็นเครื่องมือท่ีสําคัญมากในบางแบบจําลองทางคณิตศาสตร์ในการศึกษาปรากฏการณ์จริงทาง
ระบบนิเวศ  เช่น  การควบคุมแมลงศัตรูพืชโดยการปล่อยศัตรูธรรมชาติและการฉีดพ่นยาฆ่าแมลง    
ระบบชีวภาพเช่น  ระบบการไหลเวียนของเลือดภายใต้การเต้นของหัวใจ  นอกจากน้ันยังสามารถ
ประยุกต์ใช้ในทางฟิสิกส์  เทคโนโลยีเคมี  การเปลี่ยนแปลงของประชากรและอ่ืน ๆ  ดังน้ันจึงมี
งานวิจัยจํานวนมากท่ีศึกษาสมการนี้ 
 แคลคูลัสเศษส่วนเป็นแคลคูลัสด้ังเดิมแบบหน่ึง  จากการที่ไลบ์นิชได้นิยามอนุพันธ์อันดับ 
ท่ี n  เม่ือ n  เป็นจํานวนเต็ม  และในปี 1695 โลปิตาลได้เขียนจดหมายถึงไลบ์นิซ   โดยถามว่าจะ

เกิดอะไรขึ้นถ้า 1

2
n   ไลบ์นิซจึงตอบว่า " มันจะเกิดความขัดแย้งขึ้น"  น้ีจึงเป็นจุดเริ่มต้นของ

แคลคูลัส เศษส่วน   ในช่วงหลายปีท่ีผ่านมาน้ีจึงมีนักคณิตศาสตร์หลายคนให้ความสนใจในอนุพันธ์
แบบเศษส่วน และนําไปสู่สมการเชิงอนุพันธ์เศษส่วน  จากน้ันได้พัฒนาไปสู่สมการเชิงอนุพันธ์
เศษส่วนท่ีมีอิมพัลส์ 
 จะเห็นว่าแคลคูลัสทั้ง 2 แบบนี้เป็นเป็นแคลคูลัสที่สําคัญอย่างมากและสามารถนําไป
ประยุกต์ได้ในหลายๆ สาขาทางวิทยาศาสตร์ 
 
1.2 การทบทวนวรรณกรรม/สารสนเทศทีเ่ก่ียวข้อง 
 

แคลคูลัสเศษส่วนเป็นสิ่งท่ีมีประโยชน์อย่างมากในช่วงหลายปีที่ผ่านมาเพราะเป็นเครื่องมือใน
การใช้งานต่างๆในวิทยาศาสตร์ประยุกต์เกือบท้ังหมด และสมการเชิงอนุพันธ์เศษส่วนเป็นเรื่องท่ี
น่าสนใจเป็นอย่างมากจึงทําให้ได้รับการพัฒนาต่อมาอย่างเรื่อยๆ เน่ืองด้วยสมการเชิงอนุพันธ์เศษส่วน
สามารถอธิบายสมบัติการจดจําลักษณะพิเศษของวัสดุ และกระบวนการต่างๆ ซ่ึงมีการประยุกต์ใช้
งานอย่างแพร่หลาย เช่น ในสาขาวิชาฟิสิกส์ เคมี ชีววิทยา ชีวเคมี-ฟิสิกคัล เศรษฐศาสตร์ พลศาสตร์ 
อิเล็กโตรไดนามิคส์ของตัวกลางเชิงซ้อน โพลิเมอร์ วงจรไฟฟ้า การควบคุมระบบเชิงพลวัตร เป็นต้น 
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ในช่วงหลายปีท่ีผ่านมาน้ีจึงมีนักคณิตศาสตร์หลายคนให้ความสนใจในอนุพันธ์แบบเศษส่วน 
และได้มีการนิยามอนุพันธ์แบบเศษส่วนหลายแบบ แต่ท่ีได้รับความนิยมมากท่ีสุดคือ 

1) นิยามของรีมันน์ ลียูวิลล:์ ถ้า n  เป็นจํานวนเต็มบวก 1n n     อนุพันธ์อันดับ   
ของ f  จะอยู่ในรูป 

  11
( ) ( ) ( )

( )

n
tRL n

a n a

d
D f t t s f s ds

n dt
 


  

    

2) นิยามของคาปูโต: ถ้า n  เป็นจํานวนเต็มบวก 1n n     อนุพันธ์อันดับ   ของ f  
จะอยู่ในรูป 

  11
( ) ( ) ( )

( )

n
tC n

a na

d
D f t t s f s ds

n ds
 


  

    

3) นิยามของฮาดามาด: ถ้า n  เป็นจํานวนเต็มบวก 1n n    อนุพันธ์อันดับ   ของ 
f  จะอยู่ในรูป 

 
1

1 ( )
( ) log

( )

n n
tH

a a

d t f s
D f t t ds

n dt s s






 
              

 
4) นิยามของคาทูกัมโปลา: ถ้า n  เป็นจํานวนเต็มบวก 1n n    อนุพันธ์อันดับ   

ของ f  จะอยู่ในรูป 

 
1 1

1
1

( )
( )

( ) ( )

nn t

a na

d s f s
D f t t ds

n dt t s

 
  

  




  


 

         

ซ่ึงเป็นการพัฒนามาจากนิยามของรีมันน์ ลียูวิลล์ และของฮาดามาด โดยจะเห็นว่า  
ถ้า 1   จะได้ว่า    1 ( ) ( )RL

a aD f t D f t    
และ เม่ือ 0   จะได้ว่า    

0
lim ( ) ( )H

a aD f t D f t  

 
  

จากนิยามเหล่าน้ีพบว่ายังขาดคุณสมบัติบางประการ: 
1. นิยามของรีมันน์ ลียูวิลล์ ไม่สอดคล้องกับ ( ) 0aD d  , เม่ือ d  เป็นค่าคงท่ี ( ( ) 0C

aD d 

เป็นจริงสําหรบันิยามของคาปูโต), ถ้า   ไม่เป็นจํานวนนับ. 
2. ทุกนิยามของอนุพันธ์แบบเศษส่วน ไม่มีกฎอนุพันธ์ผลคูณ 
3. ทุกนิยามของอนุพันธ์แบบเศษส่วน ไม่สอดคล้องสูตรของอนุพันธ์ผลหาร 
4. ทุกนิยามของอนุพันธ์แบบเศษส่วน ไม่สอดคล้องกับกฎลกูโซ่ 
5. ทุกนิยามของอนุพันธ์แบบเศษส่วน ไม่สอดคล้องกับทฤษฏีค่ากลาง 
6. ทุกนิยามของอนุพันธ์แบบเศษส่วน ไม่สอดคล้องกับ D D f D f     
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ดังน้ันจึงเกิดการนิยามอนุพันธ์แบบส่วนคอนฟอเมเบิล  ซ่ึงอนุพันธ์แบบส่วนอันดับ   ของ
ฟังก์ชัน :[0, )f     อยู่ในรูปแบบ 

1

0

( ) ( )
( ) lima

f t t f t
D f t













 
  

สําหรับทุก 0t   และ (0,1)   ถ้า f  สามารถอนุพันธ์ได้   ครั้งใน (0, )a  และ 
0a   และ 

0
lim ( )a
t

D f t


 หาค่าได้  ซ่ึงพบว่าอนุพันธ์แบบส่วนคอนฟอเมเบิลมีคุณสมบัติข้อ 1-5 
แต่ยังขาดคุณสมบัติข้อ 6  ดังน้ันจึงมีนักคณิตศาสตร์หลายท่านให้ความสนใจที่จะพัฒนาอนุพันธ์แบบ
เศษส่วน  ซ่ึงเม่ือมีการสร้างอนุพันธ์แบบเศษส่วนช้ึนจึงเกิดคําถามถัดมาว่าสมการเชิงอนุพันธ์เชิง
เศษส่วนนี้มีคําตอบหรือไม่ 

ในทางคณิตศาสตร์เป็นท่ีทราบกันดีว่าสําหรับปัญหาค่าเริ่มต้นของสมการเชิงอนุพันธ์น้ันการมี
อยู่จริงของผลเฉลยน้ันถือเป็นเรื่องไม่ยากนัก  แต่สําหรับปัญหาค่าขอบนั้นการมีอยู่จริงของผลเฉลยถือ
เป็นเรื่องที่ยากมากเพราะการที่ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์จะสอดคล้องกับเงื่อนไขค่าขอบท้ัง 2 
ขา้งน้ันถือว่ายากมาก  ดังนั้นจึงมีนักคณิตศาสตร์จํานวนมากศึกษาการมีอยู่จริงของผลเฉลยของปัญหา
ค่าขอบของสมการเชิงอนุพันธ์แบบต่างๆ เช่น 

ในปี 2555  Ahmad  ได้ศึกษาปัญหาค่าขอบของสมการเชิงผลต่างคิว 
2

2

( ) ( , ( )), [0, ]

(0) ( ), (0) ( )

q

q q

D u t f t u t t I T

u u T D u D u T 

  

 
 

เม่ือ ([0,1] )f C    , T q  , { : }nq q n    ,  เป็นค่าคงท่ี และ qD  เป็นอนุพันธ์
คิว  

( ) ( )
( )

(1 )q

f t f qt
D f t

q t





 

และได้ศึกษาการมีอยู่จริงของผลเฉลยของของปัญหาน้ีได้ 
ในปี 2557  Tadeusz  ได้ศึกษาการมีอยู่จริงของปัญหาคา่ขอบของสมการเชิงอนุพันธ์ 

0

( ) ( , ( )), [0, ]

(0) ( ) ( )
T

x t f t x t t J T

x x s dA s

   

 
 

เม่ือ :f J     เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง และ :A J    เป็นฟังก์ชันต่อเน่ือง 
ในปี 2558  Wenzhe  ได้ศึกษาปัญหาค่าขอบสามจุดของสมการเชิงอนุพันธ์เศษส่วน 

0 ( ) ( , ( )) 0, [0,1]

(0) 0, ( (1), ( )) 0, (0,1),

D u t f t u t t

u g u u
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เม่ือ ([0,1] )f C     และ 0D
  เป็นอนุพันธ์เศษส่วนแบบ Riemann-Liouville อันดับ 

1 2   
2

1
0

0

1
( ) ( ) ( )

(2 )

td
D u t t s u s ds

dt
 




  
    

และสามารถหาเงื่อนไขการมีอยู่จริงของผลเฉลยของของปัญหาน้ีได้ 
 ดังน้ันผู้วิจัยจึงมีความประสงค์ท่ีจะทําการวิจัยเพ่ือสร้างทฤษฎีบทการมีอยู่จริงของผลเฉลย
ของปัญหาค่าขอบสําหรับสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วนท่ีมีอิมพัลส์ในรูป 

              
( ) ( , ( ), ( ( ))), ,

( ) ( ) , 1, 2,...,

(0) ( ).

kt

k k k

D x t f t x t x t t J

x t I x t k m

x x T

 



  
  
 

 (1.1) 

โดยท่ี 1 2 0 1 1[0, ] , \{ , ,..., } , 0 ... ,       m m mJ T J J t t t t t t t T  
 2 ,f C J   ,  ,kI C    และ   เป็นค่าคงท่ี 

และสร้างทฤษฎีบทการมีอยู่จริงของผลเฉลยของปัญหาค่าขอบสําหรับระบบสมการเชิงอนุพันธ์เชิง
เศษส่วนในรูป 

 

1 2

1 2

1

2

1

1

( ) ( ) ( , ( ), ( )), 0 ,

( ) ( ) ( , ( ), ( )), 0 ,

(0) 0, ( ) ( ),

(0) 0, ( ) ( ),

i i

j j

p pRL RL

q qRL RL

n

i i
i

m

j j
j

D D x t f t x t y t t T

D D y t g t x t y t t T

x x I x

y y I y

 

 





  

  





    


   


 


  






 (1.2) 

เม่ือ 1 2 1 2, , , 0p p q q  , , 0i j   , , (0, )i j T   , ,i j    สําหรับ 1, 2,...,i n , 
1, 2,...,j m   และ   2, : 0,f g T     เป็นฟังก์ชันต่อเน่ือง และ 1 2,   เป็นค่าคงท่ี 

 
1.3 วัตถุประสงค์ของการวิจัย 
 

 วัตถุประสงค์หลักของการศึกษานี้ คือ 
1. คิดค้นทฤษฎีบทและองค์ความรู้ใหม่เกี่ยวกับการมีอยู่จริงของผลเฉลยของสมการเชิง

อนุพันธ์เชิงเศษส่วนท่ีมีอิมพัลส์  และระบบสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วน 
2. นําทฤษฎีบทและองค์ความรู้ใหม่ที่คิดค้นได้ไปตีพิมพ์เผยแพร่ในวารสารวิชาการทาง

คณิตศาสตร์ระดับนานาชาติ เพ่ือก่อให้เกิดการประยุกต์ใช้ในแขนงวิชาอ่ืนๆ ต่อไป 
3. เพ่ือพัฒนากําลังคนให้มีคุณภาพระดับสูงในด้านการวิจัยพ้ืนฐาน ด้านเน้ือหา

วิทยาศาสตร์และคณิตศาสตร์ 



 5

1.4 ขอบเขตของการวิจัย 
 

หาเง่ือนไขของการมีอยู่จริงของผลเฉลยของปัญหาค่าขอบของสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วน 
(1.1)    และปัญหาค่าขอบสําหรับระบบสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วน (1.2) 

 
1.5 แนวความคิดที่นํามาใช้ในการวิจัย 
 

การวิจัยครั้งน้ีเป็นการนําวิธีทําซํ้าทางเดียวมาใช้ในการพิสูจน์การมีอยู่จริงของผลเฉลยของ
ปัญหาค่าขอบของสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วน (1.1)  และใช้ทฤษฎีจุดตรึงในพิสูจน์การมีอยู่จริง
ของผลเฉลยของปัญหาค่าขอบสําหรับระบบสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วน (1.2)   ซ่ึงวิธีทําซํ้าทาง
เดียวและทฤษฎีจุดตรึงเป็นท่ีนิยมอย่างมากในการศึกษาการมีอยู่จริงของผลเฉลยของสมการและ
ระบบสมการเชิงอนุพันธ์ 
 
1.6 ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับจากการวิจัย 
 

1. ได้องค์ความรู้และทฤษฎีใหม่ๆ ท่ีเกี่ยวกับการมีอยู่จริงของผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์
เชิงเศษส่วนที่มีอิมพัลส์  และระบบสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วน 

2. การนําไปประยุกต์ใช้อย่างต่อเนื่องในแขนงวิชาอ่ืนๆ เนื่องจากการค้นพบองค์ความรู้ใหม่ 
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บทท่ี 2 
นิยามและทฤษฎีบทต่างๆ ท่ีเกี่ยวข้อง 

 
ในบทน้ีเราจะกล่าวถึงนิยามและทฤษฎีบทต่างๆ ท่ีเกี่ยวข้องกับแคลคูลัสเชิงเศษส่วน สมการ

เชิงอนุพันธ์ท่ีมีอิมพัลส์ และทฤษฎีจุดตรึง 
 

2.1 แคลคูลัสเชิงเศษส่วน (Fractional Calculus)  
 
ในหัวข้อนี้จะกล่าวถึงของนิยามของอนุพันธ์เชิงเศษส่วน และนิยามปริพันธ์เชิงในรูปแบบต่างๆ 

 
นิยาม 2.1 [Abdeljawad, 2015] อนุพันธ์เชิงเศษส่วนแบบคอมฟอร์เมเบิลของฟังก์ชัน 

 [ , ),f C a    ของอันดับ 0 1   คือ 
1

0

( ( ) ) ( )
( ) lima

f t t a f t
D f t













  
  

เม่ือ  0a   เราสามารถเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  D  
ถ้า  ( )a D f t   หาค่าได้บนช่วง ( , )a b   แล้ว  ( ) lim ( )a a

t a
D f a D f t 


     

            
ตัวอย่าง 2.1 จงหาอนุพันธ์เชิงเศษส่วนคอมฟอร์เมเบิลของ ( )f t t   โดยท่ี  0a   และ  1

2
    

โดยใช้นิยาม 

วิธีทํา  จาก 
1

0

( ( ) ) ( )
( ) lima

f t t a f t
D f t













  
  

  
1

1
2

1/2

0

( )
( ) lim

t t t
D f t










 
  

     
1

2t  
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ตัวอย่าง 2.2 จงหาอนุพันธ์เชิงเศษส่วนคอมฟอร์เมเบิลของ 2( )f t t  โดยท่ี 0.5a   และ 
0.3   โดยใช้นิยาม 

วิธีทํา  จาก 
1

0

( ( ) ) ( )
( ) lima

f t t a f t
D f t













  
  

  

0.7 2 2
0.3

0.5 0

2 0.7 2 1.4 2

0

0.7 2 1.4

0

( ( 0.5) )
( ) lim .

2 ( 0.5) ( 0.5)
lim

2 ( 0.5) ( 0.5)
lim

t t t
D f t

t t t t t

t t t










 


 








  


    


  


 

     0.72 ( 0.5)t t   
            
 นอกจากการหาอนุพันธ์เชิงเศษส่วนคอมฟอร์เมเบิลโดยใช้สูตรแล้ว  เรายังสามารถหาโดยใช้
สูตรได้ทํานองเดียวกับอนุพันธ์แบบปกติดังน้ี 
 
บทต้ัง 2.2 [Abdeljawad, 2015] กําหนดให้  [ , ),f C a    ถ้า f  หาอนุพันธ์ได้  แล้ว  
                1( ) ( ) ( )a D f t t a f t     
            
ตัวอย่าง 2.3 จงหาอนุพันธ์เชิงเศษส่วนคอมฟอร์เมเบิลของ ( )f t t   โดยท่ี  0a   และ  1

2
    

โดยใช้สูตร 
วิธีทํา  จาก 1( ) ( ) ( )a D f t t a f t     

  
1 1

11/2 2 2( ) ( 0) (1)D f t t t


    
            
ตัวอย่าง 2.4 จงหาอนุพันธ์เชิงเศษส่วนคอมฟอร์เมเบิลของ 

2

3( )f t t


   โดยที่  1a   และ  1

3
    

โดยใช้สูตร 
วิธีทํา  จาก 1( ) ( ) ( )a D f t t a f t     

  
1 2 5

3 3 3
1

2
( ) ( 1)

3
D f t t t
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นิยาม 2.3 [Abdeljawad, 2015] ปริพันธ์เชิงเศษส่วนแบบคอมฟอร์เมเบิลของฟังก์ชัน 
 [ , ),f C a    ของอันดับ 0 1   คือ 

                              
1( ) ( ) ( )

t

a

a

I f t x a f x dx      

เม่ือ  0a   เราสามารถเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  I  
            
ตัวอย่าง 2.5 จงหาปริพันธ์เชิงเศษส่วนคอมฟอร์เมเบิลของ 

1

2( )f t t   โดยที่  0a   และ  1

2
     

วิธีทํา  จาก 1( ) ( ) ( )
t

a

a

I f t x a f x dx     

  

1 1
1/2 2 2

0

0

( )

1

t

t

I f t x x dx

dx









  

   0

t
x t   

            
ตัวอย่าง 2.6 จงหาปริพันธ์เชิงเศษส่วนคอมฟอร์เมเบิลของ ( )f t t  โดยท่ี 0.2a   และ 3

4
     

วิธีทํา  จาก 1( ) ( ) ( )
t

a

a

I f t x a f x dx     
3 1

4 4
0.2

0.2

3 7

4 4

0.2

( ) ( 0.2)

4 16
( 0.2) ( 0.2)

3 21

t

t

I f t x xdx

x x x


 

 
    
 


  

3 7

4 4
4 16

( 0.2) ( 0.2)
3 21

t t t     

           
บทแทรก 2.1 [Abdeljawad, 2015] กําหนดให้   [ , ),f C a     และหาอนุพันธ์ได้   
ซ่ึง 0 1    สําหรับทุก  t a  แล้ว    
    ( ) ( ) ( ) ( )a aI D f t f t f a     
            
 
 
 



 9

นิยาม 2.4 [Abdeljawad, 2015] ปริพันธ์เชิงเศษส่วนแบบคอมฟอร์เมเบิลของฟังก์ชัน 
 [ , ),f C a    ของอันดับ 0 1   คือ 

1( ) ( ) ( )
t

a

a

I f t x a f x dx     

เม่ือ  0a   เราสามารถเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  I  
            
นิยาม 2.5 [Kilbas, 2006] ปริพันธ์เชิงเศษส่วนแบบรีมันน์ ลียูวิลล์ อันดับ 0p   ของฟังก์ชัน 

 (0, ),f C    จะกําหนดในรูป 
1

0

1
( ) ( ) ( )

( )

tp pJ f t t s f s ds
p

 
   

เม่ือ   คือ ฟังก์ชันแกมมา กําหนดในรูป 1

0
( ) s pp e s ds

      
            
นิยาม 2.6 [Kilbas, 2006] อนุพันธ์เชิงเศษส่วนแบบรีมันน์ ลียูวิลล์ อันดับ 0p   ของฟังก์ชัน 

 (0, ),f C    จะกําหนดในรูป 
1

0

1
( ) ( ) ( )

( )

n
tRL p n p

n

d
D f t t s f s ds

n p dt
  

    

เม่ือ 1n p n    
            
นิยาม 2.7 [Katugampola, 2015] ปริพันธ์เชิงเศษส่วนแบบคาทูกัมโปลา อันดับ 0q   และ 

0   ของฟังก์ชัน  (0, ),f C    จะกําหนดในรปู 
1 1

10

( )
( )

( ) ( )

q
tq

q

s f s
I f t ds

q t s




 

  


   

            
บทตั้ง 2.3 [Kilbas, 2006] กําหนดให้ 0p   และ (0, ) (0, )x C T L T   แล้วสมการเชิงอนุพันธ์ 

( ) 0RL pD x t   มีผลเฉลยเป็น 
1

( )
n

p i
i

i

x t c t 



  และได้ว่า 
1

( ) ( )
n

p RL p p i
i

i

J D x t x t c t 



   เม่ือ 

ic  , 1,2,...,i n  และ 1n p n    
            
บทต้ัง 2.4 [Kilbas, 2006] กําหนดให้ , 0    และ 0a   แล้วสูตรน้ีจะเป็นจริง 

   1 1( )
( ) ( )

( )
J t a t a   
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บทต้ัง 2.5 [Thaiprayoon, 2015] กําหนดให้ , , 0p q   แล้วสูตรน้ีจะเป็นจรงิ 

   
p q

q p
q

p

t
I t

p q







 




  
 

  
 
 

 

            
 
2.2 สมการเชิงอนุพันธ์ที่มีอิมพัลส์ (Impulsive Differential Equations) 

ในการศึกษาปัญหาหรือปรากฏการณ์ทางวิทยาศาสตร์และวิศวกรรมศาสตร์ส่วนมากจะอยู่ใน
รูปของสมการเชิงอนุพันธ์  และในบางปัญหาท่ีเกิดสภาวะการเปล่ียนแปลงแบบทันทีทันใด  ซ่ึงปัญหา
น้ีสามารถอธิบายได้โดยแบบจําลองในรูปของสมการเชิงอนุพันธ์ท่ีมีอิมพัลส์    
ปัญหาของสมการเชิงอนุพันธ์ท่ีมีอิมพัลส์น้ันจะประกอบด้วย 

1. สมการเชิงอนุพันธ์        โดยจะใช้ในการอธิบายในช่วงเวลาท่ีไม่เกิดการกระตุ้น 
2. เงื่อนไขอิมพัลส์          โดยจะใช้ในการอธิบายขณะเวลาท่ีมีการกระตุ้นซ่ึงจะถูกนิยาม 

                                 ในรูปของฟังก์ชันกระโดด( Jump function)  ณ. จุดที่มีการกระตุ้น 
3. เซตของจุดที่เกิดการกระตุ้น 

ซ่ึงมีสมการเชิงอนุพันธ์ท่ีมีอิมพัลส์สามารถเขียนได้ในรูปทัว่ไปคือ 

  
  

    
( ) , , , ,

, 1,2,..., ,

k

k k k

x t f t x t t t t J

x t x t k m

    

  

 

โดยท่ี [0, ]J T  เม่ือ 0 1 10 ... mt t t T      , 1 2col( , , , ) n
nx x x x     

   , , ,n
kf C J C     ,    เม่ือ 1, 2,...,k m  และ 

( ) ( ) ( ), 1, 2,...,k k kx t x t x t k m      และ k  แทน ฟังก์ชันกระโดด ณ. จุด kt  และ ( )kx t  , 
( )kx t   แทน ลิมิตขวาและลิมิตซ้ายของ x  ท่ีจุด kt ตามลําดับ 

 
การจําแนกสมการเชิงอนุพันธ์ท่ีมีอิมพัลส์  

ในการจําแนกสมการเชิงอนุพันธ์ท่ีมีอิมพัลส์นั้นไม่ใช่เรื่องง่าย เพราะระบบขึ้นกับส่วนที่สําคัญ
สามส่วน  คือ ส่วนของช่วงเวลาท่ีต่อเน่ืองของสมการเชิงอนุพันธ์  สมการอิมพัลส์  และจุดที่เกิด
การอิมพัลส์   ดังน้ันในการแบ่งประเภทของสมการเชิงอนุพันธ์ท่ีมีอิมพัลส์จะต้องคํานึงถึงสามส่วนน้ี  
แต่โดยทั่วไปแล้วสมการเชิงอนุพันธ์ท่ีมีอิมพัลส์จะแบ่งออกเป็นสามประเภท คือ 

1.  สมการท่ีมีการกําหนดเวลาท่ีจะมีการเปลี่ยนแปลง (Equations with fixed moments of 
the impulse effect) มีสมการดังน้ี 
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   ( , ) , ,k

dx
f t x t t

dt
   

   ( ) ( ( ))k k kx t x t   
เม่ือ  0 1 ... ...,    k k      
เช่น  สมการเชิงอนุพันธ์ท่ีมีอิมพัลส์ 

   0 , ,k

dx
t t

dt
   

   1
( ) , , 1,2,...

1k kx t t k k
x

   


 
สังเกตได้ว่าท่ีเวลา  1,2,kt t k     เป็นเวลาขณะที่ผลเฉลยมีการเปลี่ยนแปลงทันทีทันใด  
ซ่ึงเป็นเวลาที่แน่นอน 

 2.  สมการท่ีไม่มีการกําหนดเวลาท่ีจะมีการเปลี่ยนแปลง (Equations with variable 
moments of the impulse effect) มีสมการดังน้ี 

( , ), ( )k

dx
f t x t t x

dt
   

   ( ), ( )k kx x t t x    
เม่ือ  : ,kt   n    และ 1( ) ( ), ,k kt x t x k x    
เช่น สมการเชิงอนุพันธ์ที่มีอิมพัลส์ 

0 , ( )k

dx
t t x

dt
   

   2 sgn , ( )kx x x x t t x     
เม่ือ 0, , ( ) 6kt x t x x k      สําหรับ 3x   และ 0,1, 2,..k  สําหรับตัวอย่างน้ีแสดง
ให้เห็นว่าเวลาที่มีการกระตุ้นขึ้นอยู่กับผลเฉลยด้วย 

 3. สมการเชิงอนุพันธ์ที่มีอิมพัลส์แบบอิสระ  (Autonomous impulsive equations) ซ่ึงมี
สมการดังนี้ 

( ), ,
dx

f x x
dt

   

   ( ),x x x     
เม่ือ        
เช่น  สมการเชิงอนุพันธ์ท่ีมีอิมพัลส์ 

3 , 1,
dx

x x
dt

   

   1, 1x x     
จะเห็นว่า ผลเฉลยไม่ได้เกิดการเปลี่ยนแปลงตามเวลาแต่จะเกิดการกระตุ้นเม่ือผลเฉลย

สอดคล้องกับเงื่อนไขข้างต้น 
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โดยในงานวิจัยน้ีเราจะทําการพิจารณาสมการเชิงอนุพันธ์ท่ีมีอิมพัลส์ท่ีมีการกําหนดเวลาที่จะ
มีการเปลี่ยนแปลง 

 
ตัวอย่าง 2.7  การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์ท่ีมีอิมพัลส์ 
 

     
 

 

; , 0,3

1 ; , 1, 2
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k k
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วิธีทํา   จากการแก้สมการ 
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รูปท่ี 1 แสดงกราฟของคําตอบในช่วงท่ี 1

รูปท่ี 2 แสดงกราฟของคําตอบในช่วงท่ี 2
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2.3 ทฤษฎีจุดตรึง (Fixed point theorem) 
 

 ปัญหาในทาง  ฟิสิกส์  เคมี  ชีววิทยา  และเศรษฐศาสตร์  มักอยู่ในรูปของปัญหาแบบไม่เชิง
เส้น(Nonlinear problems) ซ่ึงปัญหาน้ันอาจมีผลเฉลยหรือไม่มีผลเฉลยก็ได้   และวิธีหนึ่งที่ใช้ใน
การศึกษาการมีอยู่จริงของผลเฉลย คือ ทฤษฎีจุดตรึง   ซ่ึงสมการท่ีศึกษาจะอยู่ในรูปสมการของตัว
ดําเนินการ 

พิจารณาการแก้สมการของตัวดําเนินการ 
   u Au ,  u M      (2.1) 

โดยใช้กระบวนการทําซํ้า 
1 [ ]n nu A u  ,  0,1, 2,n       (2.2) 

โดยท่ี 0u M  
ผลเฉลยของ (2.1)  จะเรียกว่า จุดตรึง (Fixed point) ของตัวดําเนินการ A  
ทฤษฎีบท 2.1 [Zeidler, 1995] (ทฤษฎีจุดตรึงของบานาค)  
กําหนดให้ 
 (i) M  เป็นเซตปิดที่ไม่ที่ไม่ใช่เซตว่างในปริภูมิ X    โดยที่ X  เป็นปริภูมิบานาคและ 

(ii) ตัวดําเนินการ :A M M  ท่ีมีคุณสมบัติ 
[ ] [ ]A u A v k u v    ทุกๆ ,u v M  และ 0 1k   

แล้ว  (i) ผลเฉลยของ (2.1) จะมีเพียงหนึ่งเดียว  (น่ันคือ A  จะมีจุดตรึงเพียงจุดเดียวในเซต M ) 
 (ii) แต่ละ 0u M  ลําดับ  nu  ท่ีได้จาก (2.2) ลู่เข้าสูผ่ลเฉลยเพียงหนึง่เดียวของ (2.1) 
            

รูปท่ี 3 แสดงกราฟของคําตอบในช่วงท่ี 3
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ทฤษฎีบท 2.2 [Krasnoselskii, 1955] (ทฤษฎีจุดตรึงของคาเซโนเซลสกิ)  
 กําหนดให้ M  เป็นเซตปิด มีขอบเขต เป็นคอนเวกซ์เซต ท่ีไม่ท่ีไม่ใช่เซตว่างท่ีเป็นสับเซตของ
ปริภูมิบานาค X  และให้ตัวดําเนินการ A , B  ซ่ึง 
 (i) Ax By M   เม่ือ ,x y M  

(ii) A  ตัวดําเนินการกระชับและต่อเน่ือง 
(iii) B  การส่งแบบหดตัว 
แล้วจะมี z M  ซ่ึง z Az Bz   

            
ทฤษฎีบท 2.3 [O’Regan, 1996] (ทฤษฎีจุดตรึงของอริแกน)  

 กําหนดให้ U  เป็นเซตเปิด ที่เป็นสับเซตของเซตปิด และคอนเวกซ์เซต C  ของ
ปริภูมิบานาค X   สมมติให้ 0 U  และให้  F U  มีขอบเขต ซ่ึง :F U C  โดย 

1 2F F F   ซ่ึง 1 :F U X  เป็นตัวดําเนินการต่อเน่ืองและต่อเนื่องบริบูรณ์  และ 
2 :F U X  เป็นตัวดําเนินการหด 

แล้ว   (i) F  จะมีจุดตรึง u U  หรือ 
 (ii) จะมี u U   และ (0,1)   ซ่ึง ( )u F u  เม่ือ U  คือ ส่วนปิดคลุม และ U  คือ 
ขอบ 
            
 ในส่วนต่อไปเป็นทฤษฎีบทที่สําคัญที่จะใช้ในการพิสูจน์ในบทท่ี 3 
ทฤษฎีบท 2.4 [Coster, 2006] (Arzela Ascoli Theorem)  
 กําหนดให้ I   เป็นช่วงปิด  แล้ว ( , )A C I   เป็นความสัมพันธ์กระชับ ถ้า 
 (i) A  เป็น อีควิเบานด (น่ันคือ t I  , 0K  , u A  , ( )u t K ) 

(ii) A  เป็น อีควิคอนทินิวอัส (นั่นคือ 0t I  , 0  , 0  , u A  , t I  , 
0t t    แล้ว 0( ) ( )u t u t   ) 
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บทท่ี 3 
วิธีดําเนินการวิจัยและผลการวิจัย 

 
 ในงานวิจัยนี้เราจะทําการศึกษาการมีอยู่จริงของผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วน
ท่ีมีอิมพัลส์โดยใช้วิธีทําซํ้าทางเดียว  และศึกษาการมีอยู่จริงของผลเฉลยของระบบสมการโดยใช้
ทฤษฎีบทจุดตรึงต่างๆ 
 
3.1 การมีอยู่จริงของผลเฉลยของปัญหาค่าขอบ 
 

ในหัวข้อนี้จะใช้วิธีทําซํ้าทางเดียวเพ่ือศึกษาการมีอยู่จริงของผลเฉลยสุดขีดของปัญหาค่าขอบ
ของสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วนท่ีมีอิมพัลส ์(1.1)   

             
( ) ( , ( ), ( ( ))), ,

( ) ( ) , 1, 2,...,

(0) ( ).

kt

k k k

D x t f t x t x t t J

x t I x t k m

x x T

 



  
  
 

   (1.1) 

โดยท่ี 1 2 0 1 1[0, ] , \{ , ,..., } , 0 ... ,       m m mJ T J J t t t t t t t T  และ 0 0 1[ , ] ,J t t   

1( , ] , 1, 2,...k k kJ t t k m   
การดําเนินการวิจัยเริ่มต้นจากการกําหนดสูตรการทําซํ้า  และการนิยามผลเฉลยล่าง ผลเฉลยบนเพ่ือ
ใช้เป็นฟังก์ชันเร่ิมต้นในการทําซํ้า   จากน้ันทําการศึกษาการมีอยู่จริงและมีเพียงหน่ึงเดียวของลําดับที่
เกิดจากการทําซํ้า  และศึกษาหาเงื่อนไขท่ีจะใช้ในการเปรียบเทียบลําดับที่เกิดจากการทําซํ้าเพ่ือ
นําไปใช้แสดงว่าลําดับที่เกิดจากการทําซํ้าเป็นลําดับทางเดียว    ซ่ึงเป็นพ้ืนฐานที่สําคัญในการศึกษา
การมีอยู่จริงของผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วนท่ีมีอิมพัลส์โดยใช้วิธีการทําซํ้าทางเดียว 

 
3.1.1 ผลเฉลยล่าง  ผลเฉลยบน และสูตรการทําซํ้า 
 

ในหัวข้อนี้จะเป็นการนิยามผลเฉลยล่างและผลเฉลยบน  และสูตรการทําซํ้าของปัญหาค่า
ขอบ (1-10) โดยผลเฉลยล่างและผลเฉลยบนน้ีจะใช้เป็นฟังก์ชันเริ่มต้นสําหรับการทําซํ้า สําหรับการ
นิยามผลเฉลยล่างและผลเฉลยบนน้ีจะนิยามดังนี้ 
นิยาม 3.1  จะเรียกฟังก์ชัน 0 PC   ว่าผลเฉลยล่างของปัญหาค่าขอบ (1.1) ถ้า 

 
 

0 0 0

0 0

( ) ( , ( ), ( ( )) ( ), , ,

( ) ( ) , 1, 2,...,
kt k

k k k k

D t f t t t a t t t t J

t I t k m

   

  

   

   
   (3.1) 
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นิยาม 3.2  จะเรียกฟังก์ชัน 0 PC   ว่าผลเฉลยบนของปัญหาคา่ขอบ (1.1) ถ้า 

 
 

0 0 0

0 0

( ) ( , ( ), ( ( )) ( ), , ,

( ) ( ) , 1, 2,...,
kt k

k k k k

D t f t t t b t t t t J

t I t k m

   

  

   

   
   (3.2) 

เม่ือ 

 

 

0 0

1

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0

0 ; (0) ( ),

( ) ( ) ( )
(0) ( ) ; (0) ( ).

0 ; (0) ( ),

(0) ( ) ; (0) ( ).

k

k k k

T

a t t t Mt N t
T T

T

T

L t
T T

T



 

    


 


   





    

 


 
 

 

และ 

 

 

0 0

1

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0

0 ; (0) ( ),

( ) ( ) ( )
(0) ( ) ; (0) ( ).

0 ; (0) ( ),

(0) ( ) ; (0) ( ).

k

k k k

T

b t t t Mt N t
T T

T

T

L t
T T

T



 

    


 


   





    

 


 
 

 

 
สําหรับสูตรการทําซํ้าท่ีจะใช้ในงานวิจัยนี้เราได้ทําการพิจารณาเทอมเชิงเส้นของ (1.1) :ซ่ึง

กําหนดสูตรการทําซํ้าดังน้ี 

               
 

 
   

1 1 1

1

1 1

( ) ( , ( ), ( ( ))) ( ) ( )

( ( )) ( ( )) , , ,

( ) ( ) ( ) ( ) , 1,2,...,

(0) ( ).

kt n n n n n

n n k

n k k n k k n k n k

n n

D u t f t u t u t M u t u t

N u t u t t t t J

u t I u t L u t u t k m

u u T

 

 



  



 

   


   

    
 

  (3.3) 

 

จากสูตรการทาํซํ้าน้ีเม่ือนําผลเฉลยล่าง ผลเฉลยบนทําซํ้าจําทําให้เกิดลําดับของผลเฉลยโดยประมาณ 
 n  และและลําดับของผลเฉลยโดยประมาณ  n  ตามลําดับ 
 ในหัวข้อต่อไปจะเป็นการพิสูจน์การมีอยู่จริงและมีเพียงหน่ึงเดียวของลําดับ  n  และ 
 n  ที่เกิดจากการทําซํ้า 
 
3.1.2  การมีอยู่จริงและมีเพียงหนึ่งเดียวของลําดับที่เกิดจากการทําซํ้า 
 

ในหัวข้อนี้จะทาํการศึกษาการมีอยู่จริงและมีเพียงหน่ึงเดียวของลําดับที่เกิดจากการทําซํ้า
ด้วยสูตร (3.3) นั่นคือการแสดงว่าลําดับ 1 2, ,..., ,...n    และ 1 2, ,..., ,...n     มีอยู่จริงและมี
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เพียงหน่ึงเดียว  นั่นคือจะแสดงว่าการทําซํ้าแต่ละครั้งผลเฉลยโดยประมาณที่ได้มีอยู่จริงและมีเพียง
หน่ึงเดียว  โดยจะแบ่งการพิสูจน์เป็นสองขัน้ตอน คือ 

1. แปลงปัญหาค่าขอบของสมการเชิงอนุพันธ์เป็นปัญหาของสมการเชิงปริพันธ์ (บทต้ัง 3.1) 
2. แสดงว่าสมการเชิงปริพันธ์มีผลเฉลยอยู่จริงและมีเพียงหน่ึงเดียวโดยใช้ทฤษฏีจุดตรึงของ  

     บานาค (บทต้ัง 3.2) 
 

 เพ่ือให้ง่ายต่อการพิสูจน์เราจึงกําหนดให้  สําหรับ  , 0,1,2,...a b  โดย a b  

    1( )

1( , ) 1
i i

Mb t t

i
i a

a b e L


  




      (3.4) 

เม่ือ  
1

1
b

i b 

    และสําหรับ ( ) ( )if t f t , 0,1, 2,...,i m   

 1

1 1( ) ( ) ( ) ... ( )
p p

p q

b t t b

p p pa a t t
f s ds f s ds f s ds f s ds



        , ,a b J  (3.5) 

โดยท่ี ...p qa t t b     
 
บทแทรก 3.1  .ให้ a c b d    เป็นจํานวนจริงบวก  แล้วความสัมพันธ์ต่อไปน้ีจะเป็นจริง 
 i) ( , ) ( 1, ) ( , )a c c b a b     
 ii) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )a b c d a d c b     

 
จากสูตรการทําซํ้า (3.3) เพ่ือให้สะดวกในการแปลงปัญหาค่าขอบของสมการเชิงอนุพันธ์เป็น

ปัญหาของสมการเชิงปริพันธ์  จึงกําหนดให้
 1 1 1 1( ) ( , ( ), ( ( ))) ( ) ( ( ))n n n nv t f t u t u t Mu t Nu t        
  1 1( ) ( )k k n k k n kI u t L u t     
 ( ) ( )nu t u t  
 

ดังน้ันจาก (3.3) จะได้สมการใหม่เป็น 
 

            
( ) ( ) ( ( )) ( ), , ,

( ) ( ) , 1, 2,...,

(0) ( ).

kt k

k k k k

D u t Mu t Nu t v t t t t J

u t L u t k m

u u T

 




      

    
 

   (3.6) 

เม่ือ  0M  , , 0kN L  , ,k   , 1, 2,...,k m  และ ( )
(0, 1)

m
M

T t
m e






   เป็นคงท่ี 
และ v PC  
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บทต้ัง 3.1  u PC  เป็นผลเฉลยของ (3.6) ก็ต่อเม่ือ u  เป็นผลเฉลยของสมการเชิงปริพันธ์ท่ีมีอิม
พัลส ์

20
1

ˆ( ) ( , ) ( ) ( , )
mT

j

u t G t s p s ds G h j


  , , 0,1,..., ,ht t h m    (3.7) 

เม่ือ ( ) ( ( )) ( )P t Nx t v t    สําหรับบาง 0W   และ 

 

( ) ( ) ( )1

( )

1
( ) ( )1

( )

( ) ( , 1)
;0

(0, 1)
( , )

( ) (0, 1) ( , 1)
;0

(0, 1)

l m h

m

l h

m

M M M
s t T t t t

l
M

T t

M M
s t t t

l
M

T t

s t l h e e e
s t T

e m
G t s

s t h l m e e
t s T

e m

  



 



   



  







  



   



  




    

 
 
      


 

 (3.8) 

และ 
( ) ( )

( )

2
( )

( )

( , 1)
;0

(0, 1)
( , )

(0, 1) ( , 1)
;0

(0, 1)

m h

m

h

m

M M
T t t t

j

M
T t

M
t t

j

M
T t

j h e e
j h T

e m
G h j

h j m e
h j T

e m

 







 







 



  



  



 




   

  
 
     


 

  (3.9) 

เม่ือ  max ; 0,1,...,l kt t s k m    

พิสูจน์  ให้ u  เป็นผลเฉลยของ (3.4)  นํา ( )k
M

t t
e




  คูณสมการแรกของ (3.4) ท้ังสอง 

   ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

k k k

k

M M M
t t t t t t

te D u t Me u t e P t
  

  
  

   

       ( ) ( )
( ) ( )

k k

k

M M
t t t t

tD e u t e P t
 

  
  

 
 

    (3.10) 

หาปริพันธ์เชิงเศษส่วนอันดับ   จาก 0  ถึง 1[0, ]t t  ท้ังสองข้างของ (3.10) 

 0 0( ) ( )

0 0 0( ) ( )
M M

t t t t
I D e u t I e P t

 
   

    
   

   
 

 0 0( ) ( )1
00

( ) (0) ( ) ( )
M M

t t s tt
e u t u s t e P s ds

 
 

   
    

 
  

 0 0 0( ) ( ) ( )1
00

( ) (0) ( ) ( )
M M M

t t t t s tt
u t e u s t e e P s ds

  
  

        
จาก 1 1 1 1( ) ( )u t L u t      
  1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) 1 ( )u t u t L u t L u t         
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1 0 1 0 01

1 0 1 0 01

( ) ( ) ( )1
1 1 0 10

( ) ( ) ( )1
1 1 0 10

( ) 1 (0) ( ) ( )

1 (0) 1 ( ) ( )

M M M
t t t t s tt

M M M
t t t t s tt

u t L e u s t e e P s ds

e L u L s t e e P s ds

  

  

  

  





     

    

 
     

 

     





 

หาปริพันธ์เชิงเศษส่วนอันดับ   จาก 1t  ถึง 1 2( , ]t t t  ทั้งสองข้างของ (3.10) 

 1 1

1 1 1

( ) ( )
( ) ( )

M M
t t t t

t t tI D e u t I e P t
 

   
    

   
   

 

 1 1

1

( ) ( )1
1 1( ) ( ) ( ) ( )

M M
t t s tt

t
e u t u t s t e P s ds

 
 

   
    

 
  

 1 1 0 1 0 0 11

1 1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 0 10

( ) ( )1
1 1 2

( ) 1 (0) ( ) ( )

( ) ( ) , , [ , ]

M M M M M
t t t t t t s t t tt

M M
t t s tt

t

u t e L e u s t e e P s ds e

s t e e P s ds t t t

    

 

    

  


        

  

 
     

 

  




จาก 2 2 2 2( ) ( )u t L u t      

 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 1 ( )u t u t L u t L u t         

  

   

  

2 1 1 0 1 0 01

2 1 1 2 12

1

2 1 1 0

( ) ( ) ( ) ( )1
2 2 1 00

( ) ( ) ( )1
2 1 2 1 2

( ) ( )

2 1

( ) 1 1 (0) ( ) ( )

1 ( ) ( ) 1

1 1 (0)

1

M M M M
t t t t t t s tt

M M M
t t s t t tt

t

M M
t t t t

u t e L L e u s t e e P s ds

L s t e e P s ds e L

e e L L u

   

  

 

   

   

 

 

       

    

   

 
     

 

     

  

 





  

   

2 1 1 0 01

2 1 1 2 12

1

( ) ( ) ( )1
2 1 00

( ) ( ) ( )1
2 1 2 1 2

1 ( ) ( )

1 ( ) ( ) 1

M M M
t t t t s tt

M M M
t t s t t tt

t

L L s t e e e P s ds

L s t e e P s ds e L

  

  

   

     

    

    

 

     





 

หาปริพันธ์เชิงเศษส่วนอันดับ   จาก 2t  ถึง 2 3( , ]t t t  ท้ังสองข้างของ (3.10) 

 2 2

2 2 2

( ) ( )
( ) ( )

M M
t t t t

t t tI D e u t I e P t
 

   
    

   
   

 

 2 2

2

( ) ( )1
2 2( ) ( ) ( ) ( )

M M
t t s tt

t
e u t u t s t e P s ds
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2 2 1 1 0

2 2 1 1 0 01

2 2 1 12

1

( ) ( ) ( )

2 1

( ) ( ) ( ) ( )1
2 1 00

( ) ( ) ( )1
2 1

(1
2

( ) 1 1 (0)

1 1 ( ) ( )

1 ( ) ( )

( )

M M M
t t t t t t

M M M M
t t t t t t s tt

M M M
t t t t s tt

t

M
t

u t e e e L L u

L L s t e e e e P s ds

L s t e e e P s ds

s t e

  

   

  

  

    

   

 

     

      

    

 

  

   

  

 





 2 2 2 2 1 2

2

) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2( ) 1
M M M M

t s t t t t t t tt

t
e P s ds e e L e

    

    
      

  
ดังน้ันสําหรับ 1( , ]h h ht J t t    

 

 

 

1

1 01

1 12

1

1( ) ( )

1
0

1( ) ( ) ( )1
1 00

0

1( ) ( ) ( )1
1 1

1

( )

( ) (0) 1

1 ( ) ( )

1 ( ) ( )

h i i

h i i

h i i

h

M Mht t t t

i
i

M M Mht t t t s tt

i
i

M M Mht t t t s tt

i t
i

M M
t t

u t e u e L

e e L s t e P s ds

e e L s t e P s ds

e e

 

  

  



 

  

  

 







   




    




    




  

 

  

  





 

 

 

   

1 23

2

1 1

1 ( ) ( )1
1 2

2

( ) ( )1

1 1( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 1
1 2

( )

1 ( ) ( )

...

( ) ( )

1 1

...

i i

h h

h

h i i h i i

h

Mh t t s tt

i t
i

M M
t t s tt

ht

M M M Mh ht t t t t t t t

i i
i i

M
t t

h

L s t e P s ds

e s t e P s ds

e e L e e L

e

 

 

   



 

 

   



 





 

  




  

        

 
 

 

 

 

   

 

 



 

 

โดยใช้ (3.4) 
1

1( ) ( )1

0

( )1

1

( ) (0, 1) (0) ( , 1) ( ) ( )

( ) ( ) ( , 1)

h jj

j

h

h

M Mht t s tt

jt
j

M hs tt

h jt
j

u t e h u j h s t e P s ds

s t e P s ds j h

 



 

 

 

 


  








    




    


 


  (3.11) 

แทน t T  ใน (3.11) ได้ 
1( ) ( )1

0

1

( ) (0, 1) (0) ( , 1) ( ) ( )

( , 1)

m jj

j

M MmT t s tt

jt
j

m

j
j

u T e m u j m s t e P s ds

j m

 
  

 

  






    




  


 


 

จากเงื่อนไขค่าขอบ (0) ( )u u T  ได้ว่า 
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1 ( )1

( ) 0

1

(0) ( , 1) ( ) ( )

(0, 1)

( , 1)

jj

jm

Mm s tt

jM tT t j

m

j
j

u j m s t e P s ds

e m

j m





 



 


 

 

 




  

 


  



 


 

ดังน้ันสําหรับ 1( , ]h h ht J t t    

1

1

( ) ( )1

( ) 0

1 ( )1

1 0

( )1

(0, 1)
( ) ( , 1) ( ) ( )

(0, 1)

( , 1) ( , 1) ( ) ( )

( ) ( )

h jj

jm

jj

j

h

M Mmt t s tt

jM tT t j

Mm h s tt

j jt
j j

M
s t

ht

h
u t e j m s t e P s ds

e m

j m j h s t e P s ds

s t e P s

 







 



 

 

 


  





  

 

 

 



          


    


 

 

  

1

( , 1)
h

ht

j
j

ds j h 



  




 

1

1

( )
( )1

( ) 0

( )
1 ( )1

1 0

1

( ) (0, 1) ( , 1) ( ) ( )

(0, 1)

(0, 1) ( , 1) ( , 1) ( ) ( )

( )

h

jj

jm

m

jj

j

M
t t Mm s tt

jM tT t j

M
T t Mm h s tt

j jt
j j

M

h

e
u t h j m s t e P s ds

e m

e
h j m j h s t e P s ds

s t e










 




 

 

  


   






 


 


 

 



   
 

 
      

 

 

 

  

1

( )

1

1 ( )1

0

( )1

1

( ) ( , 1)

(0, 1) ( , 1) ( ) ( )

(0, 1) ( ) ( ) (0, 1) ( , 1)

h

h

jj

j

h

h

hs tt

jt
j

Mh s tt

jt
j

M hs tt

h jt
j

P s ds j h

m j h s t e P s ds

m s t e P s ds m j h







 

 

 

 

   







 








  



   


      





 


จาก บทแทรก 3.1 และ (3.5) ได้ว่า 

( )
( )1

( )

( )
( )1

0

( )

1 1

ˆ( ) ( ) (0, 1) ( , 1) ( )

(0, 1)

ˆ( ) ( , 1) ( )

(0, 1) ( , 1) ( , 1)

h

l

m

m

l

m

M
t t M

s tT

lM tT t

M
T t M

s tt

l

M
T t

m h

j j
j h j

e
u t s t h l m e P s ds

e m

e
s t l h e P s ds

e
h j m j h
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 ในบทตั้ง 3.1 เราสามารถแปลงปัญหาค่าขอบของสมการเชิงอนุพันธ์ที่มีอิมพัลส์เป็นสมการ
เชิงปริพันธ์ท่ีมีอิมพัลส์ได้ และในบทตั้งต่อไปเราจะนําทฤษฎีจุดตรึงของบานาคมาใช้ในการแสดงว่า
สมการเชิงปริพันธ์ท่ีมีอิมพัลส์มีผลเฉลยเพียงหน่ึงเดียว ซ่ึงจะได้ว่าปัญหาค่าขอบของสมการเชิง
อนุ พัน ธ์ ท่ี มี อิมพัลส์ มีผลเฉลยเพียงหน่ึง เ ดียว   จาก  PC  เ ป็นปริภู มิบานาคโดยที่นอร์ม 

sup ( )
t J

x x t


  

 จากบทตั้ง 3.1 เราจะกําหนดตัวดําเนินการ :A PC PC  ดังน้ี 

  20
1

ˆ( ) ( , ) ( ) ( , )
mT

j

Au t G t s p s ds G h j


   

และให้ 

  
1( ) ( )

0

( )

max{ , } 1

(0, 1)

m i i

m

M MmT t t t

i

M
T t

e N e

M e m

 



 







 





 
 

  
 


 

 
บทต้ัง 3.2 ให้ (0,1]   , 0M   , 0N  , 0 2kL  , 1, 2,...,k m  และ 

( )
(0, 1)

m
M

T t
m e






   ถ้า 
     1        (3.12) 
แล้วปัญหาค่าขอบ (3.6) จะมีคําตอบเพียงหนึ่งเดียว 
พิสูจน์ กรณีที่ 1 สําหรับ 0 s t T    จะได้ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1( ) ( , 1) ( )
l m h l m

M M M M M
s t T t t t s t T t

l ls t l h e e e s t e e
    

     
           

กรณีท่ี 2 สําหรับ 0 t s T    จะได้ 
( ) ( ) ( )1 1( ) (0, 1) ( , 1) ( )

l h l
M M M

s t t t s t

l ls t h l m e e s t e
  

      
          

จากกรณีท่ี 1 และกรณีท่ี 2 
( ) ( )1

1
( )

max{ , }( )
( , )

(0, 1)

m l

m

M M
T t s t

l
M

T t

e s t e
G t s

e m

 



 







 






 
 

จาก บทต้ัง 3.1 เราสามารถเขียน (3.6) ในรูปปัญหาจุดตรึงดังน้ี x Ax  และสําหรับ 
,x y PC  ได้ว่า
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10

( )
( )1

0( )

ˆ( ) ( ) ( , )

max{ , } ˆ( ) ( ) ( )

(0, 1)

m

l

m

T

M
T t M

s tT

lM
T t

Ax t Ay t x y N G t s ds

N e
x s y s s t e ds

e m







 












  

  
 





  ( ) ( ) ( ) ( )Ax t Ay t x s y s     
โดยทฤษฎีจุดตรึงของบานาคตัวดําเนินการ A   มีจุดตรึงเพียงจุดเดียว  ซ่ึงเป็นผลเฉลยของ (3.5) และ
จากบทต้ัง 3.1 จะได้ว่า (3.4)  มีผลเฉลยเพียงหน่ึงเดียว 
  
 จากบทต้ัง 3.2  เราจะได้ว่า  (3.4)  มีผลเฉลยเพียงหน่ึงเดียว  ดังน้ันในการทําซํ้าแต่ละครั้ง
โดยใช้สูตร (3.3)  จะได้ผลเฉลยโดยประมาณออกมาเพียงฟังก์ชันเดียว  น่ันคือ 1 2, ,..., ,...n    
และ 1 2, ,..., ,...n     มีอยู่จริงและมีเพียงหนึ่งเดียว 

ในหัวข้อต่อไปจะเป็นการศึกษาหาเงื่อนไขเพียงพอสําหรับการเปรียบเทียบลําดับเพ่ือนําไปใช้
ในการพิสูจน์ว่าลําดับท่ีเกิดจากการทําซํ้า  n  และ  n  เป็นลําดับทางเดียว 

 
3.1.3  เงื่อนไขเพียงพอสําหรับการเป็นลําดับทางเดียวและการเปรียบเทียบ  
 

ในหัวข้อนี้จะเป็นการหาเง่ือนไขเพียงพอเพ่ือจะนําไปใช้ในการแสดงว่าลําดับท่ีเกิดจากการ
ทําซํ้า  n  และ  n  เป็นลําดับทางเดียว  น่ันคือ 

0 1 1 0( ) ( ) ... ( ) ( ) ... ( ) ( )n nt t t t t t             
เช่นในการแสดงว่า 0 1( ) ( )t t   จะกําหนดให้ 0 1( ) ( ) ( )u t t t    ซ่ึงจะเห็นได้ว่า ( )u t  
สอดคล้องกับ 

   ( ) ( ) ( ( )) ( ), , ,

( ) ( ) , 1, 2,...,
kt k

k k k k

D u t Mu t Nu t B t t t t J

u t L u t k m

      

    
 

เม่ือ 

 

 

1

0 ; (0) ( ),

( ) ( ) ( )
(0) ( ) ; (0) ( ).

0 ; (0) ( ),

(0) ( ) ; (0) ( ).

k

k k k

u u T

B t t t Mt N t
u u T u u T

T

u u T

L t
u u T u u T

T





  




 





    

 


  
 

 

 
ดังน้ันเราจึงทําการแสดงว่า ( ) 0u t   แทน 
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บทต้ัง 3.3 สมมติให้ u PC  

              
( ) ( ) ( ( )), , ,

( ) ( ), 1,2,...,

(0) ( ).

kt k

k k k

D u t Mu t Nu t t t t J

u t L u t k m

u u T

 



    

   


 (3.13) 

เม่ือ 0M  , 0N  , 0 1kL  , 1, 2,...,k m  และ ( )
0

m
M

T t
e






   เป็นคงที่  ถ้า 

                1 ( )1

0

( ) 1
(0, 1)

ii

i

Mm s tt

it
i

N
s t e ds

m


 


 



 
    (3.14) 

แล้ว ( ) 0u t   บน J  
พิสูจน์  เราจะทําการพิสูจน์แบบข้อขัดแย้ง โดยกําหนดให้ ( ) 0u t   สําหรับบาง t J  ดังนั้นเรา
สามารถแยกได้เป็น 2 กรณี ดังน้ี 
(1) มี *t J  ซ่ึง *( ) 0u t   และ ( ) 0u t   สําหรับทุก t J  
(2) มี *

*,t t J  ซ่ึง *( ) 0u t   และ *( ) 0u t   

กรณี (1)  กําหนดให้ 
( )

( ) ( )
kt t

M
v t e u t






  สําหรับ 1( , ]k k kt t t J   ได้ว่า 

  

( ) ( ( ) )

(T )

( ) ( ( )), ,

( ) ( ), 1, 2,...,

(0) ( )

k k

k

m

M
t t t t

t k

k k k

t
M

D v t Ne v t t t t J

v t L v t k m

v e v T

 



 







    




   

   



  (3.15) 

ซ่ึงจะเห็นว่า ( )v t  จะมีเครื่องหมายเหมือนกับ ( )u t    พิจารณาอสมการแรกของ (3.7)  จะได้ 
( ) 0

kt
D v t   และ ( ) 0kv t  สําหรับ 1, 2,...,k m . ดังน้ัน ( )v t  เป็นฟังก์ชันลดบน J  น่ันคือ 

*0 ( ) (0)v t v     

ถ้า ( )m
M

T t
e






  จะเห็นว่า (0) ( )v v T  ดังน้ัน (0) ( )v v T   ทําให ้ ( )v t  เป็นฟังก์ชันคงที ่ 
ดังน้ัน ( ) 0u t  สําหรับทุก t J  
กรณีท่ี (2): ให้ inf{ ( ) : } 0u t t J b     ดังนั้นจะมี * it J , {1, 2,..., }i m  ซ่ึง *( )u t b   
หรือ ( )iu t b    โดยในท่ีน้ีเราจะพิจารณาเพียงกรณี *( )u t b   สําหรับ ( )iu t b    จะทําการ
พิสูจน์ในทํานองเดียวกัน  จาก (3.13) จะได้ 

  
( )

( )
( )

k
k

k

t t M
M t t

tD e u t bNe




  


 
 

  
     (3.16) 

เริ่มต้นเราจะแสดงว่า ( ) 0u T   ซ่ึงเราจะพิสูจน์แบบข้อขัดแย้งโดยกําหนดให้ ( ) 0u T   
หาปริพันธ์เชิงเศษส่วนคอมฟอร์เมเบิลอันดับ   จาก mt  ถึง T  

 
( )

( )
( )

m
m

m m m

t t M
M t t

t t tI D e u t I bNe
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( )

( )1( ) ( ) ( )
m

m

m

T t M
M s tT

m mt
e u T u t bN s t e ds




 


     
( )

( )1( ) ( ) ( )
m

m

m

T t M
M s tT

m mt
u T e u t bN s t e ds




 


   
   

 
  

จากเงื่อนไขอิมพัลส์  ( ) 1 ( )m m mu t L u t    

  
( )

( )1( ) 1 ( ) ( )
m

m

m

T t M
M s tT

m m mt
u T e L u t bN s t e ds




 


  
    

 
  

หาปริพันธ์เชิงเศษส่วนคอมฟอร์เมเบิลอันดับ   จาก 1mt   ถึง mt  

 
1

1

1 1 1

( )
( )

( )
m

m

m m m

t t M
M t t

t t tI D e u t I bNe




   




  


   

   
    

 

 
1

1

1

( )
( )1

1 1( ) ( ) ( )
m m

mm

m

t t M
M s tt

m m mt
e u t u t bN s t e ds




 







 

     
1

1

1

( )
( )1

1 1( ) ( ) ( )
m m

mm

m

t t M
M s tt

m m mt
u t e u t bN s t e ds




 







  

 

 
   

 
  

จากเงื่อนไขอิมพัลส์  1 1 1( ) 1 ( )m m mu t L u t
     

 
1

1

1

( )
( )1

1 1 1( ) 1 ( ) ( )
m m

mm

m

t t M
M s tt

m m m mt
u t e L u t bN s t e ds




 







 

  

 
    

 
  

ดังน้ัน 

   
1

1

1

( ) ( )
( )1

1 1 1

( )1

( ) 1 1 ( ) ( )

( )

m m m
mm

m

m

m

T t t t M
M M s tt

m m m mt

M
s tT

mt

u T e L e L u t bN s t e ds

bN s t e ds

 




  

 






 
  

  



  
      

  


  






  1

1

( )
( )1

1 1 1

( )1

( ) ( 1, 1) 1 ( ) ( )

( )

m
mm

m

m

m

T t M
M s tt

m m mt

M
s tT

mt

u T e m m L u t bN s t e ds

bN s t e ds






 

 

 




 

  



  
       

  


  





 

หาปริพันธ์เชิงเศษส่วนคอมฟอร์เมเบิลอันดับ   จาก 2mt   ถึง 1mt   

 
2

2

2 2 2

( )
( )

( )
m

m

m m m

t t M
M t t

t t tI D e u t I bNe




   




  


   

   
    

 

 
1 2

21

2

( )
( )1

1 2 2( ) ( ) ( )
m m

mm

m

t t M
M s tt

m m mt
e u t u t bN s t e ds




 
 






 

      

1 2 21

2

( ) ( )1
1 2 2( ) ( ) ( )

m m mm

m

M M
t t s tt

m m mt
u t e u t bN s t e ds
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จากเงื่อนไขขอบ  2 2 2( ) 1 ( )m m mu t L u t
     

  1 2 21

2

( ) ( )1
1 2 2 2( ) 1 ( ) ( )

m m mm

m

M M
t t s tt

m m m mt
u t e L u t bN s t e ds

 
   



  
   

 
    

 
  

ดังน้ัน 

  21

2

1

1

( )
( )1

2 2 2

( ) ( )1 1
1

( ) ( 2, 1) 1 ( ) ( )

( 1, 1) ( ) ( )

m
mm

m

m mm

m m

T t M
M s tt

m m mt

M M
s t s tt T

m mt t

u T e m m L u t bN s t e ds

m m bN s t e ds bN s t e ds




 

 

  














 

  

  


  
       

  


      




 
 

ในทํานองเดียวกันเราสามารถแสดงได้ว่า 

12

1

23

2

21

2

( )

1

( )1
1

( )1
2

( )1
2

1

( ) ( 1, 1) ( )

( 1, 1) ( )

( 2, 1) ( )

...

( 2, 1) ( )

( 1, 1) (

m

ii

i

ii

i

mm

m

T t
M

i

M
s tt

it

M
s tt

it

M
s tt

mt

m

u T e i m u t

i m bN s t e ds

i m bN s t e ds

m m bN s t e ds

m m bN s t











 

 

 
























 














  

   

   

   

   






1

1

( )1

( )1

)

( )

mm

m

m

m

M
s tt

t

M
s tT

mt

e ds

bN s t e ds





 

 







 
  







 

1
( )

( )1
1

1

( ) ( 1, 1) ( ) ( , 1) ( )
m

ll

l

T t MmM s tt

i lt
l i

u T e i m u t bN l m s t e ds




   


  


 

 
      

 
   

จากเงื่อนไขอิมพัลส์  1 1 1( ) 1 ( )i i iu t L u t
     

 

1

( )

1 1

( )1

1

( ) ( 1, 1) 1 ( )

( , 1) ( )

m

ll

l

T t
M

i i

Mm s tt

lt
l i

u T e i m L u t

bN l m s t e ds







 



 




 



 


   




   


 
    (3.17) 

จาก 1( ) ( ) ( )
it iD u t t t u t     ดังนั้น 

( ) ( )
( )1( ) ( ) ( )

i i
i

i

t t t t M
M M t t

i t

d
t t e u t D e u t bNe

dx

 


   
 


   

     
      

 

   
( )

( )1( ) ( )
i

i
t t M

M t t

i

d
e u t t t bNe

dx
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หาปริพันธ์จาก *t  ถึง 1it   
1 *

*

( ) ( )
( )1 1

1 *( ) ( ) ( )
i i i

i
t t t t M

M M s ti

i it
e u t e u t s t bNe ds

 


  
  

 
     

*
1

*

( )
( ) ( )1 1

1 *( ) ( ) ( )
i

i i i
t tM M

t t M s ti

i it
u t e e u t s t bNe ds


 

  


   


 
    

 
   (3.18) 

แทน (3.18) ใน (3.17) จะได้ว่า 
*

*

1

( ) ( )
( )1 1

*

( )1

1

( ) ( , 1) ( ) ( , 1) ( )

( , 1) ( )

m i
i

ll

l

T t t t M
M M s ti

it

Mm s tt

lt
l i

u T e i m e u t bN i m s t e ds

bN l m s t e ds

 




  

 

 

 

 
  



 


    



  



 
 (3.19) 

ซ่ึงพบว่า 
*

*

1

( ) ( )
( )1 1

*

( )1

1

0 ( ) ( , 1) ( ) ( , 1) ( )

( , 1) ( )

m i
i

ll

l

T t t t M
M M s ti

it

Mm s tt

lt
l i

u T e i m e u t bN i m s t e ds

bN l m s t e ds

 




  

 

 

 

 
  



 


     



  



 
 

*

*

1

( )
( )1 1

( )1

1

0 ( , 1) ( , 1) ( )

( , 1) ( )

i
i

ll

l

t t M
M s ti

it

Mm s tt

lt
l i

b i m e bN i m s t e ds

bN l m s t e ds






 

 

 

 


 



 

     

  



 
 

ดังน้ัน 
*

*

1

( )
( )1 1

( )1

1

( , 1) ( , 1) ( )

( , 1) ( )

i
i

ll

l

t t M
M s ti

it

Mm s tt

lt
l i

i m e N i m s t e ds

N l m s t e ds






 

 

 

 


 



 

   

  



 
 

1 ( )1

0

1 ( , 1) ( )
(0, 1)

ll

l

Mm s tt

lt
l

N
l m s t e ds

m


 


 



  
    

ซ่ึงขัดแย้งกับ (3.14)  ดังน้ันได้ว่า (T) 0u   และจากเงื่อนไขค่าขอบ (0) ( )u u T  ทําให้ได้ว่า 
(0) 0u   ดังน้ันจะมี t  ซ่ึง ( ) 0u t   และ *t t  

 สมมติให้ *
ht J  และ *inf{ ( ) : [0, )} 0u t t t c     เม่ือ jt J  สําหรับ 

, {1, 2,..., }j h m  ซ่ึงจะเห็นได้ชัดว่า h j   ในทํานองเดียวกับ (3.19) ได้ 
*

1

*
1

( ) ( )
( )* 1

1 ( ) ( )1 1

1

( ) ( , 1) ( ) ( , 1) ( )

( , 1) ( ) ( )

j h
hh

l jl

l j

t t t t M
M M s tt

ht

M Mj s t s tt t

l jt t
l h

u t e h j e u t cN h j s t e ds

cN l j s t e ds cN s t e ds
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*

*
1

( ) ( )
( )1* 1

1 ( ) ( )1 1

1

( ) ( , 1) ( , 1) ( )

( , 1) ( ) ( )

j h
h

l jl

l j

t t t t M
M M s th

ht

M Mj s t s tt t

l jt t
l h

u t e c h j e cN h j s t e ds

cN l j s t e ds cN s t e ds

 


 

  

  

 

 

 
  

   

 


     



    



  
 

ถ้า 0c  ได้ *( ) 0u t   ซ่ึงเกิดข้อขัดแย้ง  และถ้า 0c   ได้ว่า 
*

*
1

( ) ( )
( )1* 1

1 ( ) ( )1 1

1

0 ( ) ( , 1) ( , 1) ( )

( , 1) ( ) ( )

j h
h

l jl

l j

t t t t M
M M s th

ht

M Mj s t s tt t

l jt t
l h

u t e c h j e cN h j s t e ds

cN l i s t e ds cN s t e ds

 


 

  

  

 

 

 
  

   

 


      



    



  
 

1 ( )1

0

1 ( )
(0, 1)

ll

l

Mm s tt

lt
l

N
s t e ds

m


 


 



 
   

ซ่ึงขัดแย้งกับ (3.14)  ดังน้ัน ( ) 0u t   สําหรับทุก t J  
 

บทต้ัง 3.4 สมมติให้ u PC  

        

 

 

1( ) ( )
( ) ( ) ( ( )) (0) ( ) , ,

( ) ( ) (0) ( ) , 1,2,...,

(0) ( ).

k

k
t

k k
k k k

t t Mt N t
D u t Mu t Nu t u u T t J

T
L t

u t L u t u u T k m
T

u u T


  









  

     

     



 (3.20) 

เม่ือ 0M  , 0N  , 0 1kL  , 1, 2,...,k m  และ ( )
0

m
M

T t
e






   เป็นคงที่   
และสอดคล้องกับ (3.14)  แล้ว ( ) 0u t   บน J  

พสูิจน์  กําหนดให้  ( ) ( ) (0) ( )
t

v t u t u u T
T




    จะเห็นได้ว่า v u  และ v  สอดคล้องกับ 

 
1

( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( ))

( ) ( )
(0) ( )

0

k kt t

k

D v t Mv t Nv t D u t Mu t Nu t

t t Mt N t
u u T

T

 



 

 




    

  
 



 

และ  ( ) ( ) ( ) (0) ( ) ( )k k
k k k k k k

L t
v t u t L u t u u T L v t

T



          

และ  (0) (0)v u , ( ) (0)v T u   ดังน้ัน (0) ( )v v T  โดยใช้ บทตั้ง 3.4 ได้ว่า ( ) 0v t   
สําหรับทุก t J   เพราะฉะนั้น ( ) 0u t   สําหรับทุก t J  
  
 จาก บทตั้ง 3.3 และ 3.4  เราจะนําไปใช้ในการพิสูจน์ว่า 1 1,n n n n       และ 

n n    สําหรับทุกๆ 0,1, 2,...n   เพ่ือแสดงว่า  
0 1 1 0( ) ( ) ... ( ) ( ) ... ( ) ( )n nt t t t t t             เป็นจริง  ในหัวข้อถัดไป 
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3.1.4  การมีอยู่จริงของผลเฉลยสุดขีด 
 

 ในหัวข้อนี้เราจะนําผลจากหัวข้อท่ีผ่านมา  มาใช้ศึกษาการมีอยู่จริงของผลเฉลยสุดขีดของ
ปัญหาค่าขอบ (1.1) โดยใช้วิธีการทําซํ้าทางเดียว 
 
นิยาม 3.3  ผลเฉลยสูงสุดและผลเฉลยต่ําสุด (Maximal solution and minimal solution) 
1)  ฟังก์ชัน v  จะถูกเรียกว่า  ผลเฉลยต่ําสุด  ถ้า 0 0[ , ]v D    เป็นผลเฉลยของปัญหาค่าขอบ 
(1.1) และสําหรับ 0 0[ , ]x D    ท่ีเป็นผลเฉลยใดๆ ของปัญหาค่าขอบ (1.1)  ซ่ึง 
     ( ) ( )v t x t  
2) ฟังก์ชัน u  จะถูกเรียกว่า  ผลเฉลยสูงสุด  ถ้า 0 0[ , ]u D    เป็นผลเฉลยของปัญหาค่าขอบ 
(1.1) และสําหรับ 0 0[ , ]x D    ท่ีเป็นผลเฉลยใดๆ ของปัญหาค่าขอบ (1.1)  ซ่ึง 
     ( ) ( )x t u t  
โดยท่ี   0 0 0 0[ , ] , | ( ) ( ) ( ),D w PC J t w t t t J         
และเราจะเรียกผลเฉลยสงูสดุและผลเฉลยตํ่าสุดว่า ผลเฉลยสุดขีด (Extreme solution) 
 
ทฤษฎีบท 3.1  กําหนดให้สมมติฐานต่อไปน้ีเป็นจริง 
(H1)  0 0, PC   เป็นผลเฉลยล่างและผลเฉลยบนของ (1.1) โดยท่ี 0 0   บน J  
(H2)  ฟังก์ชัน  2 ,f C J    สอดคล้องกับ 
        , , , ,f t u v f t u v M u u N v v       
       สําหรับ 0 0( ) ( ) ( ) ( )t u t u t t    , 0 0( ( )) ( ) ( ) ( ( ))t v t v t t      , t J  
(H3)  ฟังก์ชัน  ,kI C    เม่ือ 1,2,...,k m  สอดคล้องกับ 
      ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k kI u t I v t L u t v t     
       สําหรับ 0 0( ) ( ) ( ) ( )k k k kt v t u t t    , 0kL  , 1,2,...,k m  
(H4)  อสมการ (3.12), (3.14) เป็นจริง 
แล้วจะมีสองลาํดับทางเดียว    ,n n PC    ซ่ึง *lim nn

x


  และ *lim nn
x


  โดย *x , *x  

เป็นผลเฉลยสดุขีดของปัญหา (1.1) ซ่ึงสอดคล้องกับ  
*

0 1 * 1 0( ) ( ) ... ( ) ( ) ... ( ) ( )n nt t t x x x t t t                
สําหรับ t J  เม่ือ x  เป็นผลเฉลยของปัญหา (1.1) ซ่ึง 0 0( ) ( )t x t    บน J  
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พิสูจน์  พิจารณา 

 

1 1 1 1

1 1

( ) ( , ( ), ( ( )) ( ) ( ( ))

( ) ( ( )) , , ,

( ) ( ) ( ) ( ), 1, 2,...,

(0) ( ).

kt n n n n n

n n k

n k k n k k n k k n k

n n

D p t f t p t p t Mp t Np t

Mp t Np t t t t J

p t I p t L p t L p t k m

p p T

  





   

 

  

   

    



 (3.21) 

สําหรับ n np   หรือ n np  , 1, 2,...,n m    และจากบทตั้ง 3.2  สูตรการทําซํ้า (3.21) มีผล
เฉลยอยู่จริงและมีเพียงหน่ึงเดียว  ดังนั้นเราจะได้ลําดับที่เกิดจากสูตรการทําซํ้า (3.21) และผลเฉลย
ล่างและผลเฉลยบนคือ  n ,  n   ต่อไปเราจะแสดงว่า  n ,  n  เป็นลําดับทางเดียว ซ่ึงจะ
แยกการพิสูจน์เป็น 2 ขั้นตอนดังน้ี 
ข้ันท่ี 1 เราจะแสดงว่า 0 1   และ 1 0   โดยเราจะกําหนดให้ 0 1u     จากสูตรการทําซํ้า
และผลเฉลยล่างจะได้ว่า 
กรณี 1 0 0(0) ( )T   

   

0 1

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 1

( , ( ), ( ( )) ( , ( ), ( ( ))

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

( ) ( ( )),

k k kt t tD u D D

f t t t f t t t

M t N t M t N t

M t t N t t

Mu t Nu t

   

     
     

     



 

 
   

      
  

 

และ 

     
0 1

0 0 0 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

k k k

k k k k k k k k

k k

u t t t

I t I t L t L t

L u t

 
   

   

   

 

 

และ  (0) ( )u u T  
โดยใช้ บทตั้ง 3.3  ได้ว่า ( ) 0u t   สําหรับทุก t J  น่ันคือ 0 1   ในทํานองเดียวกันเรา
สามารถแสดงได้ว่า 1 0   
กรณี 2 0 0(0) ( )T   

 

 

0 1

1

0 0 0 0

0 0 0 0 1 1

1

0 0 1 1

( ) ( )
( , ( ), ( ( )) (0) ( )

( , ( ), ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))

( ) ( )
( ) ( ( )) (0) ( ) (0) ( )

( ) ( (

k k kt t t

k

k

D u D D

t t Mt N t
f t t t T

T
f t t t M t N t M t N t

t t Mt N t
Mu t Nu t T T

T

Mu t Nu t

  





 

    


        

    








 

  
  

    

  
      

    
1( ) ( )

)) (0) ( )kt t Mt N t
u u T

T
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และ 

     

 

0 1

0 0 0 0 0 1

( ) ( ) ( )

( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) (0) ( )

k k k

k k
k k k k k k k k

k k
k k

u t t t

L t
I t T I t L t L t

T
L t

L u t u u T
T

 

     





   

     

   

 

และ  (0) ( )u u T  
โดยใช้ บทตั้ง 3.4  ได้ว่า ( ) 0u t   สําหรับทุก t J  น่ันคือ 0 1   ในทํานองเดียวกันเรา
สามารถแสดงได้ว่า 1 0   
ข้ันท่ี 2 เราจะแสดงว่า 1n n    เม่ือ 1n n    บน J   กําหนดให้ 1n nu      โดยใช้ (H2) 
และ (3.21) ได้ว่า 

1

1 1 1 1

1 1

1 1

1 1

( , ( ), ( ( )) ( ) ( ( ))

( ) ( ( )) ( , ( ), ( ( )) ( ) ( ( ))

( ) ( ( ))

( , ( ), ( ( )) ( , ( ), ( ( ))

( ) ( (

k k kt t n t n

n n n n

n n n n n n

n n

n n n n

n n

D u D D

f t t t M t N t

M t N t f t t t M t N t

M t N t

f t t t f t t t

M t N t

   

     
        
  
     
  



   

 

 

 

 

  

    
 

 
  )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))

( ) ( ( ))
n nM t N t Mu t Nu t

Mu t Nu t

   


   
  

 

และจาก (H3) ได้ว่า 

   
   

1

1 1 1

1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

k n k n k

k n k k n k k n k k n k k n k k n k

k n k k n k k n k k n k k k

k k

u t t t

I t L t L t I t L t L t

I t L t I t L t L u t

L u t

 
     

   



  

 

   

     

    

 

 

และจะเห็นว่า 
1

1

(0) (0) (0)

( ) ( )

( )

n n

n n

u

T T

u T

 
 






 
 


 

โดยใช้ บทตั้ง 3.3  ได้ว่า ( ) 0u t   สําหรับทุก t J  น่ันคือ 1n n    ในทํานองเดียวกันเรา
สามารถแสดงได้ว่า 1n n    เม่ือ 1n n    และ 1 1n n    เม่ือ n n   บน J  
จากข้ันท่ี 1 และ 2 ได้ว่าลําดับ  n ,  n  เป็นลําดับทางเดียวซ่ึงสอดคล้องกับ 

0 1 1 0( ) ( ) ... ( ) ( ) ... ( ) ( )n nt t t t t t             
ดังน้ันจะมีฟังกชั์น *x  และ *x  บน J  ซ่ึง *lim nn

x


  และ *lim nn
x


  และจากสูตรการทําซํ้า 

(3.21) จะเห็นได้ว่า *x  และ *x  เป็นผลเฉลยของ (1.1) 
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 สุดท้ายเราจะแสดงว่า *x  และ *x  เป็นคําตอบสุดขีดของ (1.1)   โดยให้ ( )x t  เป็นคําตอบ
ของ (1.1)  สําหร ับ t J  ซ่ึง 0 0x    ดังนั้นจะมีจํานวนเต็มบวก n  ซ่ึง ( ) ( ) ( )n nt x t t    
แล้วจะแสดงว่า 1 1( ) ( ) ( )n nt x t t      ในการพิสูจน์เราจะกําหนดให้ nu x   จะได้ว่า 

1

1 1

1 1

( , ( ), ( ( )) ( ) ( ( ))

( ) ( ( )) ( , ( ), ( ( ))

( , ( ), ( ( )) ( , ( ), ( ( ))

( ) ( ( )) ( ) ( ( )).

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))

k k kt t n t

n n n n

n n

n n

n n

n n

D u D D x

f t t t M t N t

M t N t f t x t x t

f t t t f t x t x t

M t N t Mx t Nx t

M t N t Mx t Nx t

  

     
   
   
   
   



 

 

 

  

  
 

   

   
 ( ) ( ( ))Mu t Nu t 

 

และ 

    
   

1

1

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

k n k k

k n k k n k k n k k k

k n k k k k k k n k k n k k k

k k

u t t x t

I t L t L t I x t

I t I x t L x t L t L t L x t

L u t


  

  







   

   

     

 

 

และเห็นได้ชัดว่า 
1

1

(0) (0) (0)

( ) ( )

( )

n

n

u x

T x T

u T


 






 
 


 

โดยใช้ บทตั้ง 3.3  ได้ว่า ( ) 0u t   สําหรับทุก t J  น่ันคือ 1( ) ( )n t x t    ในทํานองเดียวกันเรา
สามารถแสดงได้ว่า 1( ) ( )nx t t   โดยใช้อุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ได้ว่า ( ) ( ) ( )n nt x t t    บน J  
สําหรับ n   ดังนั้นขณะท่ี n  จะได้ว่า *

*( ) ( ) ( )x t x t x t   บน J  นั่นคือ *x  และ *x  
เป็นคําตอบสุดขีดของ (1.1) 
  
 จากทฤษฎีบทนี้เราจะได้เงื่อนไขพอเพียงของการมีอยู่จริงของผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ์
เชิงเศษส่วนทีมี่อิมพัลส์ 
 
3.1.5  ตัวอย่างปัญหาค่าขอบของสมการเชิงอนุพนัธ์เชิงเศษส่วนท่ีมีอิมพัลส์ 
 

 ในหัวข้อนี้เราจะยกตัวอย่างประกอบ ทฤษฎบีท 3.1 
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ตัวอย่าง 3.1   พิจารณาปัญหาค่าขอบ 
5 7 1

( ) ( ) cos , [0,1] \ ,
5 7 2 6 3

1 1 1
, 1

3 3 3

(0) 1.13 (1).

kt

t t t t
D x t x t x t

x x k

x x

                  
           

   
 



 (3.22) 

จาก (3.22) ได้ว่า 5

7
  , 1

2
  , 1

1

3
t  , 1.13   และ 1m   

 เราเลือก 0

7, [0,1 3]

6, [1 3,1]

t

t


 
  

 และ 0 0   เป็นผลเฉลยล่างและผลเฉลยบนของ 

(3.22) ซ่ึงเห็นได้ชัดว่า 0 0    และจาก (3.22) 

  ( , , ) cos
5 7 6

t t t
f t u v u v     

ได้ว่า 

 
   

( , , ) ( , , ) cos cos
5 7 5 7

5 7

t t t t
f t u v f t u v u v u v

t t
u u v v

     

    
 

สําหรับ 0 0( ) ( ) ( ) ( )t u t u t t    , 0 0( ( )) ( ) ( ) ( ( ))t v t v t t      , t J  และเห็นได้ชัด
ว่า 

       1
( ) ( ) ( ) ( )

3k k k k k kI u t I v t u t v t     

สําหรับ 0 0( ) ( ) ( ) ( )k k k kt v t u t t    , 1k   

ดังน้ันเราเลือก 1

5
M  , 1

7
N  , 1

1

3
L   และจะเห็นว่า 

  1 ( )1

0

( ) 0.449772989 1
(0, 1)

ii

i

Mm s tt

it
i

N
s t e ds

m


 


 



  
   

และ 

  

1( ) ( )

0

( )

max{ , } 1

0.8848227489 1

(0, 1)

m i i

m

M MmT t t t

i

M
T t

e N e

M e m

 



 







 





 
 

    
 


 

ซ่ึงจะเห็นว่าสอดคล้องกับเงือ่นไขของ ทฤษฎีบท 3.1 ดังนั้น (3.22) จะมีผลเฉลยสุดขดี ท่ีอยู่ระหว่าง
ผลเฉลยล่างและผลเฉลยบน 
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3.2  การมีอยู่จริงของผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วนแบบรีมันน์ ลียู
วิลล ์
 

 ในหัวข้อนี้เราจะศึกษาการมีอยู่จริงของผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วนแบบ
รีมันน์ ลียูวิลลร์่วมกับเงื่อนไขค่าขอบในรูปปริพันธ์เชิงเศษส่วนแบบคาทูกัมโปลา ในรูป 

 

1 2

1 2

1

2

1

1

( ) ( ) ( , ( ), ( )), 0 ,

( ) ( ) ( , ( ), ( )), 0 ,

(0) 0, ( ) ( ),

(0) 0, ( ) ( ),

i i

j j

p pRL RL

q qRL RL

n

i i
i

m

j j
j

D D x t f t x t y t t T

D D y t g t x t y t t T

x x I x

y y I y

 

 





  

  





   

   

 

 





 (1.2) 

เม่ือ 1 2 1 2, , , 0p p q q  , , 0i j   , , (0, )i j T   , ,i j    สําหรับ 1, 2,...,i n , 
1, 2,...,j m   และ   2, : 0,f g T     เป็นฟังก์ชันต่อเน่ือง และ 1 2,   เป็นค่าคงท่ี 

การดําเนินการวิจัยเริ่มต้นจากการแปลงระบบสมการเชิงอนุพันธ์เป็นระบบสมการเชิงปริพันธ์  
จากน้ันจะใช้ทฤษฎีจุดตรึงของคาเซโนเซลสกิ และทฤษฎีจุดตรึงของอริแกน เพ่ือพิสูจน์การมีอยู่จริง
ของผลเฉลยของระบบสมการ 
 
3.2.1  การแปลงระบบสมการเชิงอนุพันธ์เชิง 
 
 ในหัวข้อนี้จะทําการแปลงระบบสมการเชิงอนุพันธ์เป็นระบบสมการเชิงปริพันธ์โดยใช้เทคนิค
การหาปริพันธ์เชิงเศษส่วนและการจัดรูป  เพ่ือสะดวกในการพิสูจน์เราจะกําหนดให้ 

 1 2 11
1

1 2

( )
,

( )
p pp

p p
  

 
 

 

1 2

1 2
1

1
2

1 1 2 1 2

1

( )
,

( ) 1

i i

i

i
p pn

ii i

i ii i i

i

p p

p

p p p p

 




 

  


  



   
    

      
 
 

  

2 1 0,     
และ 

 1 2 11
1

1 2

( )
,

( )
q qq

q q
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1 2

1 2
1

1
2

1 1 2 1 2

1

( )
,

( ) 1

j j

j

j
q qm

jj j

j j j j j

j

q q

q

q q q q

 




 
   


  



   
     

      
  
 

  

 2 1 0     . 
 
บทต้ัง 3.5 กําหนดให้ 1 2 1 20 , , , 1p p q q  , , 0i i   , , 0j j   , , , , (0, )i j T     , 

,i j    สําหรับ 1, 2,...,i n , 1, 2,...,j m  และ  , [0, ],u v C T   แล้ว 

 

1 2

1 2

1

2

1

1

( ) ( ) ( ), 0 ,

( ) ( ) ( ), 0 ,

(0) 0, ( ) ( ),

(0) 0, ( ) ( ),

i i

j j

p pRL RL

q qRL RL

n

i i
i

m

j j
j

D D x t u t t T

D D y t v t t T

x x I x

y y I y

 

 





  

  





   

   

 

 





 (3.23) 

จะมีผลเฉลยในรูป 

 

1 2

1 2 2 1 2 2

1 2 2

1
1

1 1
1 2

1
1

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ,i i

p p
p p p p p p

n
p p p

i i
i

p t
x t J u t J x t J u J x

p p

I J u s J x s 

   

  

 
 





      

  


 (3.24) 

1 2

1 2 2 1 2 2

1 2 2

1
1

2 2
1 2

2
1

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) .j j

q q
q q q q q q

m
q q q

j j
j

q t
y t J v t J y t J v J y

q q

J J v s J y s 

   

  

 
 





      


    




 (3.25) 

พิสูจน์ โดยใช้ บทตั้ง 2.3 กับสมการแรกและสมการท่ีสองของ (3.23) 
2 1 1 1

1 1( ) ( ) ( )p p pRLD x t J u t c t     และ 2 1 1 1
2 1( ) ( ) ( )q q qRLD y t J v t d t     

ใช้ บทตั้ง 2.3 อีกคร้ัง จะได้ 
1 2 2 2 1 2

1 2 2 2 1 2

1 1
1 1 2

1 1
2 1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

p p p p p p

q q q q q q

x t J u t J x t c J t c t

y t J v t J y t d J t d t





  

  

   

   
3 

โดยใช้ บทต้ัง 2.4 จะได้ 

1 2 2 1 2 21 11
1 1 2

1 2

( )
( ) ( ) ( )

( )
p p p p p pp

x t J u t J x t c t c t
p p

   
   

 
 

1 2 2 1 2 21 11
2 1 2

1 2

( )
( ) ( ) ( )

( )
q q q q q qq

y t J v t J y t d t d t
q q

   
   

 
 

เม่ือ 1 2 1 2, , ,c c d d  . จาก (0) 0, (0) 0x y   จะได้ 2 20, 0c d   ดังน้ัน 
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1 2 2 1 2 11
1 1

1 2

( )
( ) ( ) ( )

( )
p p p p pp

x t J u t J x t c t
p p

  
  

 
 (3.26) 

1 2 2 1 2 11
2 1

1 2

( )
( ) ( ) ( )

( )
q q q q qq

y t J v t J y t d t
q q

  
  

 
 (3.27) 

หาปริพันธ์เชิงเศษส่วนแบบคาทูกัมโปลา อันดับ 0i   และ 0i   กับ (3.26)  และหาปริพันธ์เชิง
เศษส่วนแบบคาทูกัมโปลา อันดับ 0j   และ 0j   กับ (3.27) จะได้ 

1 2 2

1 2

1

1 2
1

1
1

1 2 1 2

( ) ( ) ( )

1

( )

( ) 1

i i i i

i i

i

p p p

i
p p

i

ii i i

i

I x t I J u t J x t

p p

p t
c

p p p p

   

 








  




  

   
   

 
  

      
 
 

 (3.28) 

1 2 2

1 2

2

1 2

1

1
1

1 2 1 2

( ) ( ) ( )

1

( )

( ) 1

j j j j

j j

j

q q q

j

q q
j

j j j j

j

I y t I J v t J y t

q q

q t
d

q q q q

   

 








   




  

   
   

    
      

  
 

 (3.29) 

แทน t   ใน (3.26) แทน t   ใน (3.27) 
1 2 2

1 2 2

1 1 1

2 1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

p p p

q q q

x J u J x c

y J v J y d

   

   





   

   
 

แทน it   ใน (3.28) แทน jt   ใน (3.29) 
1 2 2

1 2

1

1 2
1

1
1

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )

1

( )

( ) 1

i i i i

i i

i

p p p
i i

i
p p

i i

ii i i

i

I x I J u s J x s

p p

p
c

p p p p

   

 



  


 

  




  

   
   

 
  

      
 
 

 

1 2 2

1 2

2

1 2
1

1
1

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )

1

( )

( ) 1

j j j j

j j

j

q q q
j j

j
q q

j j

j j j j

j

I y I J v s J y s

q q

q
d

q q q q

   

 



  


 
   




  

   
   

    
      

  
 

 

และ 1 2 2
1 1 2

1 1

( ) ( ) ( ) ( )i i i i

n n
p p p

i i i i
i i

I x I J u s J x s c       

 

        

1 2 2
2 1 2

1 1

( ) ( ) ( ) ( )j j j j

m m
q q q

j j j j
j j

I y I J v s J y s d       
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และจากเงื่อนไขค่าขอบ 
1 1

( ) ( ), ( ) ( )j ji i

n m

i i j j
i j

x I x y I y       
 

    จะได้ 

1 2 2 1 2 2
1 1 1 1 1 2

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i

n
p p p p p p

i i
i

J u J x c I J u s J x s c       



          

1 2 2 1 2 2
2 1 1 2 1 2

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j

m
q q q q q q

j j
j

J v J y d I J v s J y s d       



          

จะได้ 

1 2 2 1 2 2
1 1 1

1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i

n
p p p p p p

i i
i

c J u J x I J u s J x s       



         
  

1 2 2 1 2 2
1 2 2

1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j

m
q q q q q q

j i
j

d J v J y I J v s J y s       



 
        

  

แทน 1c  และ 1d  ใน (3.26) และ (3.27) ตามลําดับ จะได้ว่า x  และ y  สอดคล้องกับ (3.24) และ 
(3.25) 
            
 
3.2.2  การมีอยู่จริงของผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วน 
 

ในหัวข้อนี้เราจะใช้ทฤษฎีจุดตรึงของคาเซโนเซลสกิ และทฤษฎีจุดตรึงของอริแกน เพ่ือพิสูจน์
การมีอยู่จริงของผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพันธ์ 

เพ่ือสะดวกในการพิสูจน์จะให้ { ( ) | ( )}X x t x C J   โดย  sup ( ) ,x x t t J   และ 
{ ( ) | ( )}Y y t y C J   โดย  sup ( ) ,y y t t J   ซ่ึง    , , ,X Y   เป็นปริภูมิบานาค

และให้ปริภูมิผลคูณ  , ,X Y x y  เป็นปริภูมิบานาค โดยกําหนดนอร์ม ,x y x y   พร้อม
ท้ังกําหนดสัญญาลักษณ์ต่อไปน้ี  

1

0

1
( , ( ), ( ))( ) ( ) ( , ( ), ( ))

( )
z zJ f s x s y s s f s x s y s ds

z


   

   

และ  
 

1 1

10

( , ( ), ( ))
( , ( ), ( ))( )

( )

z
z

z

s f s x s y s
I f s x s y s ds

z s



 




 


 

  

เม่ือ , 0z    และ J   
 
 จาก บทต้ัง 3.5 เราจะนิยามตัวดําเนินการ :F X Y X Y    ในรูป 

( , )( )
( , )( )

( , )( )

P x y t
F x y t

Q x y t

 
  
 

 (3.30) 
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เม่ือ 
1 2

1 2 2

1 2 2

1 2 2

1
1

1
1 2

1
1

1

( )
( , )( ) ( , ( ), ( ))( ) ( )( )

( )

( , ( ), ( ))( ) ( )( ) ( )

( , ( ), ( ))( ) ( )( )

i i

p p
p p p

n
p p p

i i
i

p p p

p t
P x y t J f s x s y s J x s

p p

I J f s x s y s J x s

J f s x s y s t J x s t

 

  

    



 








    

     
 

  (3.31) 

และ 
1 2

1 2 2

1 2 2

1 2 2

1
1

2
1 2

2
1

2

( )
( , )( ) ( , ( ), ( ))( ) ( )( )

( )

( , ( ), ( ))( ) ( )( ) ( )

( , ( ), ( ))( ) ( )( )

i i

q q
q q q

m
q q q

i i
i

q q q

q t
Q x y t J g s x s y s J y s

q q

I J g s x s y s J y s

J g s x s y s t J y s t

 

  

    



 








    

     


  (3.32) 

กําหนดค่าคงท่ี 

 

22

1 2 2

2

12 2 2

1
1

1 2 2

( )
( 1) ( 1)

( )

( ) ( 1)

i i

i

i
u pu p n

i i i

i i i i i

i

p p u p

u p

u
u p u p u p

p T T

p p u p

 




  

   


 



  

    
   
                

        


 
     


 (3.33) 

และ 

 

2
2

1 2 2

2

12 22

1
1

1 2 2

( )
( 1) ( 1)

( )

( ) ( 1)

j j

j

j
v qv q m

j j j

j j j jj

j

q q u q

v q

v
v q v qv q

q T T

q q v q

 




  

  


 



  

    
                            


 
     


 (3.34) 

เม่ือ  10,u p  และ  10,v q  
 
 ในทฤษฎีบทต่อไปเราจะพิสูจน์การมีอยู่จริงของผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพันธ์โดยใช้
ทฤษฎจุีดตรึงของคาเซโนเซลสกิ 
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ทฤษฎีบท 3.2  กําหนดให้เงื่อนไขต่อไปนี้เป็นจริง 
(H5)  ( , , ) ( )f t u v t  สําหรับ 2( , , ) [0, ]t u v T    และ  [0, ],C T    
(H6)  ( , , ) ( )g t u v t  สําหรับ 2( , , ) [0, ]t u v T    และ  [0, ],C T    
ถ้า 
  1 2max (0), (0) 1       (3.35) 
แล้ว (1.2) จะมีผลเฉลย บน [0, ]T  
 
พิสูจน์  ให้ sup ( )t J t   , sup ( )t J t    และเลือก 

 1 1( ) ( )

1

p q
R

   



 (3.36) 

กําหนด  ( , ) : ,RB x y X Y x y R     และตัวดําเนินการต่อไปน้ี 
1 2

1 2 1 2

1 2

1
1

1
1 2

1

( )
( , )( ) ( , ( ), ( ))( ) ( , ( ), ( ))( )

( )

( , ( ), ( ))( ) ( )i i

p p
p p p p

n
p p

i i
i

p t
P x y t J f s x s y s t J f s x s y s

p p

I J f s x s y s 



  

 
 





     

    


 

1 2

2 2

2

1
1

2 1 1
11 2

1

( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )

( )( )

i i

p p n
p p

i i
i

p

p t
P x t J x s I J x s

p p

J x s t

      



 



            


  

1 2

1 2 1 2

1 2

1
1

1
1 2

1

( )
( , )( ) ( , ( ), ( ))( ) ( , ( ), ( ))( )

( )

( , ( ), ( ))( ) ( )j j

q q
q q q q

m
q q

j j
j

q t
Q x y t J g s x s y s t J g s x s y s

q q

I J g s x s y s 



  

 
 





     


   




 

1 2

2 2 2

1
1

2 2 2 2
11 2

( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )
j j

q q m
q q q

j j
j

q t
Q y t J y s t J y s I J y s

q q
       

 



              
  

และ 

 1
1

1

( , )( )
( , )( )

( , )( )

P x y t
F x y t

Q x y t

 
  
 

, 2
2

2

( , )( )
( , )( )

( , )( )

P x y t
F x y t

Q x y t

 
  
 

 (3.37) 

ซ่ึง 1 2P P P  , 1 2Q Q Q   และ 1 2F F F    สําหรับ    1 1 2 2, , , Ru v u v B  จะได้ว่า 
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1 2

1 2 1 2

1 2 2

1 2

2

1 1 1 2 2

1
1

1 1 1 1
1 2

1 1 1 2
1

1
1 1

2
1 2

( , )( ) ( )

( )
( , ( ), ( ))( ) ( , ( ), ( ))( )

( )

( , ( ), ( ))( ) ( ) ( )( )

( )
( )( )

( )

i i

p p
p p p p

n
p p p

i i
i

p p
p

P u v t P u t

p t
J f s u s v s t J f s u s v s

p p

I J f s u s v s J u s t

p t
J u s

p p

 



   

  

 
 





 



 
     

    

    



2
2

1

( )( ) ( )i i

n
p

i i
i

I J u s   


    


 

1 2

1 2 1 2 1 2

1 2

2 2 2

1 2

1 2 1 2

1
1

11 2

1
1 1

1
11 2

1
1

1 2

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )

i i

i i

p p n
p p p p p p

i i
i

p p n
p p p

i i
i

p p
p p p p

p t
J t J I J

p p

p t
J R t J R I J R

p p

p t
J t J

p p

 

 

      


    

 

 
  



 



 
 

           
           


  

  





1 2

1 2

2 2 2

1

1
1

1
11 2

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

i i

i i

n
p p

i i
i

p p n
p p p

i i
i

I J

p t
R J t J I J

p p

 

 

  

    





 



         
               




จาก บทตั้ง 2.4 และบทต้ัง 2.5 ได้ว่า 

1 1 1 2 2 1 1( , )( ) ( ) ( ) (0) RP u v t P u t p R        
ในทํานองเดียวกันเราจะได้ว่า 

1 2

1 2 1 2

1 2 2

1 2

2

1 1 1 2 2

1
1

1 1 1 1
1 2

1 1 2 2
1

1
2 1

2
1 2

( , )( ) ( )

( )
( , ( ), ( ))( ) ( , ( ), ( ))( )

( )

( , ( ), ( ))( ) ( ) ( )( )

( )
( )( )

( )

j j

q q
q q q q

m
q q q

j j
j

q q
q

j

Q u v t Q v t

q t
J g s u s v s t J g s u s v s

q q

I J g s u s v s J v s t

q t
J v s

q q

 



   

  

 
 





 



     


   



    



2
2

1

( )( ) ( )j j

m
q

j
j

I J v s   



   




 

1 2

1 2 1 2 1 2

1 2

2 2 2

1
1

11 2

1
2 1

2
11 2

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

j j

j j

q q m
q q q q q q

j j
j

q q m
q q q

j j
j

q t
J t J I J

q q

q t
J R t J R I J R

q q
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1 2

1 2 1 2 1 2

1 2

2 2 2

1 1 1 2 2

1
1

11 2

1
1

2
11 2

( , )( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

j j

j j

q q m
q q q q q q

j j
j

q q m
q q q

j j
j

Q u v t Q v t

q t
J t J I J

q q

q t
R J t J I J

q q

 

 

    

    

 
  



 





              
              





 

จาก บทตั้ง 2.4 และบทต้ัง 2.5 ได้ว่า 
  1 1 1 2 2 1 2( , )( ) ( ) ( ) (0)Q u v t Q v t q R R        
ดังน้ัน  1 1 1 2 2 2( , )( ) ( , )( )F u v t F u v t R   นั่นคือ 1 1 1 2 2 2( , )( ) ( , )( ) RF u v t F u v t B   
 กําหนดให้    1 1 2 2, , ,x y x y X Y   และสําหรับ [0, ]t T  จะได้ว่า 

1 2

2 2

2

1 2

2 2 2

2 1 2 2

1
1 1

1 2 1 2
11 2

1 1 2

1
1

1 1 2
11 2

1 1 2

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

(0)

i i

i i

p p n
p p

i i
i

p

p p n
p p p

i i
i

P x t P x t

p t
J x x I J x x

p p

J x x

p t
J t J I J x x

p p

x x

 

 


   



    



 



 





            

 

               
  





 

และ 

1 2

2 2 2

1 2

2 2 2

2 1 2 2

1
2 1

2 1 2 1 2 1 2
11 2

1
1

2 1 2
11 2

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

(0)

j j

j j

q q m
q q q

j j
j

q q m
q q q

j j
j

Q y t Q y t

q t
J y y t J y y I J y y s

q q

q t
J t J I J s y y

q q

 

 


    

    

 



 





 
            

               
 





2 1 2y y 

ดังน้ัน 
2 1 1 2 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2( , )( ) ( , )( ) (0) (0) ,F x y t F x y t x x y y x x y y            

จาก (3.35) จะได้ว่า 2F  เป็นการส่งแบบหดตัว  พิจารณา 1F  จะเห็นได้ว่าตัวดําเนินการ 1F  ต่อเน่ือง 
สําหรับ f  ท่ีเป็นฟังก์ชันต่อเน่ือง  ดังน้ันเราจะแสดงว่า 1F  มีขอบเขตสมํ่าเสมอ บน RB  
 1 1( , )( ) ( )P x y t p   และ 1 1( , )( ) ( )Q x y t q   
ดังน้ัน  1 1 1( , )( ) ( ) ( )F x y t p q      
 ต่อไปจะแสดงว่า 1F  เป็นตัวดําเนินการกระชับ  โดยกําหนดให้ 1 2, [0, ]t t T  ซ่ึง 1 2t t  
แล้วจะได้ว่า 
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1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2
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1)

 

และ 
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1 1
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( )
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( ) ( ) ( )
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(

j j

j j

q q q q m
q q q q

j j
j

q q q q m
q q q q
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j
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q t t
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q q

q t t
J I I
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1)

 

ซ่ึงจะเห็นว่าเป็นอิสรกับ ( , )x y  และลู่เข้าสู่ 0 ขณะที่ 
2 1 0t t   ดังนั้น 1F  เป็นอีควิคอนทินิวอัส 

จากทฤษฎีของ arzela ascoli จะได้ว่า 1F  เป็นตัวดําเนินการกระชับ บน RB  ดังน้ันจะเห็นว่า
สอดคล้องกับ ทฤษฎีบท 2.2  ดังน้ัน (1.2) จะมีผลเฉลย บน [0, ]T  

 
 

ในทฤษฎีบทต่อไปเราจะพิสูจน์การมีอยู่จริงของผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพันธ์โดยใช้
ทฤษฎจุีดตรึงของอริแกน 
 กําหนดให้   ( , ) : ,RK x y X Y x y R     
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ทฤษฎีบท 3.3  กําหนดให้ (3.35) และเง่ือนไขต่อไปน้ีเป็นจริง 
(H7)  มีฟังก์ชันท่ีไม่เป็นลบ  1 [0, ],z C T   และฟังก์ชันไม่เป็นลบ 1 2, : [0, ) [0, )      
     1 1 2( , , ) ( )f t u v z t u v      สําหรับทุก 2( , , ) [0, ]t u v T   
(H8)  มีฟังก์ชันท่ีไม่เป็นลบ  2 [0, ],z C T   และฟังก์ชันไม่เป็นลบ 1 2, : [0, ) [0, )      
     2 1 2( , , ) ( )g t u v z t u v      สําหรับทุก 2( , , ) [0, ]t u v T   

(H9)  
       (0, ) 1 1 2 1 2 1 2 1

1
sup

1( ) ( )r

r

z r r p z r r q    


          
 

แล้ว (1.2) จะมีผลเฉลย บน [0, ]T  
 
พิสูจน์  พิจารณา :F X Y X Y    ซ่ึงกําหนดตาม (3.30) ซ่ึง 
   1 2( , )( ) ( , )( ) ( , )( )F x y t F x y t F x y t   
เม่ือ 1 2,F F  กําหนดตาม (3.37)  จาก (H9) ได้ว่าจะมี 0 0r   ซ่ึง 

 
       

0

1 1 0 2 0 1 2 1 0 2 0 1

1

1( ) ( )

r

z r r p z r r q   


          
 (3.38) 

เราจะพิสูจน์ว่า 1 2,F F  สอดคล้องกบั ทฤษฎีบท 2.3 
ข้ันท่ี 1 จะแสดงว่า  

0r
F K  มีขอบเขต  โดยเริ่มต้นเราแสดงว่า  

01 rF K  มีขอบเขต 
     1 1 1 0 2 0 1( , )( ) ( )P x y t z r r p       
และ     1 2 1 0 2 0 1( , )( ) ( )Q x y t z r r q       
ดังน้ัน 
        1 1 1 0 2 0 1 2 1 0 2 0 1( , )( ) ( ) ( )F x y t z r r p z r r q                
น่ันคือ  

01 rF K  มีขอบเขต  ในทํานองเดียวกัน 
  2 1( ) (0)P x x   และ 2 2( ) (0)Q y y   
ดังน้ัน 

2 0( , )F x y r   
ข้ันท่ี 2 จะแสดงว่าตัวดําเนินการ  

01 rF K  ต่อเนื่องและต่อเน่ืองบริบูรณ์ 
จาก  

01 rF K  มีขอบเขตสมํ่าเสมอ และพิจารณา 1 2, [0, ]t t T  ได้ว่า 

        1 21 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 1

2 1 2 1

1 1 0 2 0
1 2

1 1
1 2 1

11 2

( , )( ) ( , )( )
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( 1)

( )
( ) ( ) ( )

( )
i i

p pp p p p

p p p p n
p p p p

i i
i

P x y t P x y t

t t t t
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p p

p t t
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และ 

        1 21 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

2 1 2 1

1 2 1 1 2 1 0 2 0
1 2

1 1
1 2 2

11 2

2
( , )( ) ( , )( )

( 1)

( )
( ) ( ) ( )

( )
j j

p pp p p p

q q q q m
q q q q

j j
j

t t t t
Q x y t Q x y t z r r

q q

q t t
J I I

q q
 

 

   

 

   
 



   
       

             


 

ซ่ึงจะเห็นว่าเป็นอิสระกับ ( , )x y  และลู่เข้าสู่ 0 ขณะท่ี 
2 1 0t t   ดังน้ัน 1F  เป็นอีควิคอนทินิวอัส 

จากทฤษฎขีอง arzela ascoli จะได้ว่า 1F  เป็นตัวดําเนินการกระชับ  ต่อไปจะกําหนดให้ 

0
( , )n n rx y K  ซ่ึง ( , ) ( , ) 0n nx y x y   จาก ( , , )f t x y , ( , , )g t x y  เป็นฟังก์ชันต่อเน่ืองบน เซต
กระชับ 0 0 0 0[0, ] [ , ] [ , ]T r r r r     ซ่ึง ( , , ) ( , , ) 0n nf t x y f t x y   และ 
g( , , ) ( , , ) 0n nt x y g t x y    ดังนั้น 1 1( , ) ( , ) 0n nF x y F x y   ขณะท่ี n    น่ันคือตัว

ดําเนินการ 1F  ต่อเน่ืองและต่อเนื่องบริบูรณ ์
ข้ันท่ี 3 ตัวดําเนินการ 2F  เป็นตัวดําเนินการหดตัว  สมารถพิสูจน์ในทํานองเดียวกับ ทฤษฎีบท 3.2 
ข้ันท่ี 4 จะแสดงว่า (ii) ของ ทฤษฎีบท 2.3 ไม่จริง  โดยใช้การพิสูจน์แบบข้อขัดแย้ง 
เราจะสมมติให้ (ii) ของ ทฤษฎีบท 2.3 เป็นจริง ดังน้ันจะมี (0,1)   และ 

0
( , ) rx y K  ซ่ึง 

( , ) ( , )x y F x y  ดังน้ันได้ว่า 0( , )x y r  และ 
     1 1 0 2 0 1 1( ) (0)x z r r p x          
และ     2 1 0 2 0 1 1( ) (0)y z r r p y          
ดังน้ัน        1 1 0 2 0 1 2 1 0 2 0 1 0( ) ( )x y z r r p z r r p r                   

น่ันคือ 
       

0

1 1 0 2 0 1 2 1 0 2 0 1

1

1( ) ( )

r

z r r p z r r q   


          
 

ซ่ึงขัดแย้งกับ (3.38)  ดังน้ันจะได้ว่า 1F  และ 2F  สอดคล้องกับ ทฤษฎีบท 2.3  ดังน้ันตัวดําเนินการ 
F  มีจุดตรึง 

0
( , ) rx y K  น่ันคือ (1.2) จะมีผลเฉลย บน [0, ]T  

 
ทฤษฎีบท 3.4  กําหนดให้ (3.35) และเง่ือนไขต่อไปน้ีเป็นจริง 
(H10)  มีฟังก์ชันที่ไม่เป็นลบ  1 [0, ],z C T   และฟังก์ชันไม่เป็นลบ : [0, ) [0, )     
   1 1( , , ) ( )f t u v z t u v   สําหรับทุก 2( , , ) [0, ]t u v T   
(H11)  มีฟังก์ชันที่ไม่เป็นลบ  2 [0, ],z C T   และฟังก์ชันไม่เป็นลบ : [0, ) [0, )     
   2( , , ) ( )g t u v z t u v   สําหรับทุก 2( , , ) [0, ]t u v T   

(H12)  
   (0, ) 1 1 2 1

1
sup

( ) ( ) 1r

r

z r p z r q  


   
 

แล้ว (1.2) จะมีผลเฉลย บน [0, ]T  
พิสูจน์  สามารถพิสูจน์ได้ในทํานองเดียวกับ ทฤษฎีบท 3.3      
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3.2.3  ตัวอย่างของระบบสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วน 
 

 ในหัวข้อนี้เราจะยกตัวอย่างประกอบ ทฤษฎบีท 3.2 -3.4 
ตัวอย่าง 3.2   พิจารณาระบบสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วน 

    

31

52
2

2 4 2
5 5

7 2 31

10 5 52

sin 3 arctan ( ) 2cos sin ( )
0.2 ( ) , 0 1,

1 3 ( ) 2 3 2 2 ( ) 3

3 3 ( ) 2 ( ) 3
0.25 ( ) , 0 1,

4 3 5 ( ) 1 3 ( ) 4

(0) 0, (0.6) 0.2 (0.3) 0.3 (0.6),

(0)

RL RL

RL RL

t t x t t y t
D D x t t

t x t t y t

t x t y t
D D y t t

t x t y t

x x I x I x

y

 
          

  
         

  


3 4 3 2 2 9

10 5 5 5 5 100, (0.2) 0.2 (0.3) 0.3 (0.7) 0.4 (0.9).y I y I y I y












  

 (3.39) 

จาก  (3 . 39 )  ไ ด้ ว่ า  1

1

2
p  ,  2

3

5
p  ,  1

2

5
q  ,  2

4

5
q  ,  1 0.2  ,  2 0.25  ,  0.6  , 

0.2  , 1 0.2  , 2 0.3  , 1 0.2  , 2 0.3  , 3 0.4  , 1

1

2
  , 2

2

5
  , 1

7

10
  , 

2

3

5
  ,  1

3

10
  ,  2

3

5
  ,  3

2

5
  ,  1

4

5
  ,  2

2

5
  ,  3

9

10
  ,  1 0.3  ,  2 0.6  , 

1 0.3  ,  2 0.7  ,  3 0.9  , 1T  ,
2

sin 3 arctan ( ) 2cos sin ( )
( , , )

1 3 ( ) 2 3 2 2 ( ) 3

t t x t t y t
f t x y

t x t t y t
 

   
 

และ 
23 3 ( ) 2 ( ) 3

( , , )
4 3 5 ( ) 1 3 ( ) 4

t x t y t
g t x y

t x t y t


 

  
 

จาก 
2

sin 3 2 cos
( , , )

3 3 6 4

t t t
f t x y

t t
 

 
 และ 

29 2
( , , )

20 15 3

t
g t x y

t
 


  โดยการคํานวณจะได้ 

21 2 2 2

2
1 2

1

11 2 2 2 22

( )
(0)

( ) ( 1) ( 1) ( 1)

4.318646369

i i

i

i
pp p u p u p

i i i

i i i i i

i

p

p T T

p p p p pp

 




  
   



   



   
   

                   
        





2
1 2 2 2

2

1 3
1

11 2 2 222

( )
(0)

( ) ( 1) ( 1)( 1)

3.234126953

j j

j

j
qq q q u q

j j j

j j j jj

j

q

q T T

q q q qqq

 




  

  


  



   
                               





ดังน้ัน 0.8637292738 1    ซ่ึงสอดคล้องกับ ทฤษฎีบท 3.2 ดังน้ัน (3.39) จะมีผลเฉลย บน 
[0,1]   
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ตัวอย่าง 3.3  พิจารณาระบบสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วน 

   

2 23 4

10 5

2 22 9

5 10

7 3 11

10 10 52

( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) 2
0.25 ( ) ,0 1,

15 ( ) 4 3 ( ) 4

( ) ( ) 1 ( ) 1
0.2 ( ) , 0 1,

5 2 ( ) 5 ( ) 5

(0) 0, (0.1) 1.5 (0.6) 2 (0.

RL RL

RL RL

x t x t y t y tt
D D x t t

x t y t

x t x t y tt
D D y t t

x t y t

x x I x I x

     
             

     
             

  
3 3

5 10

7 4 3 9

10 5 10 10

8) 2.5 (0.9),

(0) 0, (0.8) 3 (0.7) 2.5 (0.8).

I x

y y I y I y













   

 (3.40) 

จาก (3 .40) ได้ ว่า 1

3

10
p  ,  2

4

5
p  ,  1

2

5
q  ,  2

9

10
q  ,  1 0.25  ,  2 0.2  ,  0.1  , 

0.8  ,  1 1.5  ,  2 2  ,  3 2.5  ,  1 3  ,  2 2.5  , 1

7

10
  ,  2

3

10
  ,  3

3

5
  , 

1

1

2
  ,  2

1

5
  ,  3

3

10
  ,  1

7

10
  ,  2

3

10
  ,  1

4

5
  ,  2

9

10
  ,  1 0.6  ,  2 0.8  , 

3 0.9  , 1 0.7  , 2 0.8  , 1T  , 
2 2

2 2 2
( , , )

15 4 3 4

x x y yt
f t x y

x y

   
   

   
 และ 

2 2
1 1

( , , )
5 2 5 5

x x yt
g t x y

x y

   
   

   
  โดยการคํานวณจะได้ 

21 2 2 2

2
1 3

1

11 2 2 2 22

( )
(0)

( ) ( 1) ( 1) ( 1)

1.892763483

i i

i

i
pp p u p u p

i i i

i i i i i

i

p

p T T

p p p p pp

 




  
   



   



   
   

                   
        





และ 

2
1 2 2 2

2

1 2
1

11 2 2 222

( )
(0)

( ) ( 1) ( 1)( 1)

1.824427804

j j

j

j
qq q q u q

j j j

j j j jj

j

q

q T T

q q q qqq

 




  

  


  



   
                               





 
ดังน้ัน 0.4731908708 1     จาก 

2 2
( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) 2

( , , )
15 4 4

x t x t y t y tt
f t x y
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และ 
2 2

( ) ( ) 1 ( ) 1
( , , )

5 5 5

x t x t y tt
g t x y

   
   

 
 

  เลือก 1( )
15

t
z t  , 

2

1

2
( )

4

x x
x


 , 

2

2

2 2
( )

4

y y
y

 
 , 2 ( )

5

t
z t  , 

2

1

1
( )

5

x x
x

 
 , 

2

2

1
( )

5

y
y


   จะได้ว่า 

       (0, ) 1 1 2 1 2 1 2 1

sup
( ) ( )

1
2.080080186 1.898220711

1

r

r

z r r p z r r q               

  


 

ดังน้ันจาก ทฤษฎีบท 3.3 ดังน้ัน (3.40) จะมีผลเฉลย บน [0,1]  
            
 
ตัวอย่าง 3.4  พิจารณาระบบสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วน 

 

34 9

5 10

23 9

10 10

2 7 4 2

5 10 5 5

2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2
0.3 ( ) ,0 ,

5 3 ( ) 4 3

( ) ( ) 1 2
0.35 ( ) , 0 ,

3 ( ) 2 ( ) 3 3

(0) 0, (0.6) 0.4 (0.2) 0.4 (0.6),

(0) 0, (0.3

RL RL

RL RL

x t y t x t y tt
D D x t t

x t

x t y tt
D D y t t

x t y t

x x I x I x

y y

     
           

    
            

  


4 4 1 9 7 7

5 5 5 10 10 10) 0.8 (0.2) 0.7 (0.5) 0.8 (0.6).I y I y I y












   

 (3.41) 

จาก (3.41) ได้ว่า 1

4

5
p  , 2

9

10
p  , 1

3

10
q  , 2

9

10
q  , 1 0.3  , 2 0.35  , 0.6  , 

0.3  , 1 0.4  , 2 0.4  , 1 0.8  , 2 0.7  , 3 0.8  , 1

2

5
  , 2

4

5
  , 1

7

10
  , 

2

2

5
  , 1

4

5
  , 2

1

5
  , 3

7

10
  , 1

4

5
  , 2

9

10
  , 3

7

10
  , 1 0.2  , 2 0.6  , 

1 0.2  , 2 0.5  , 3 0.6  , 1T  , 
3

2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )
( , , )

5 3 ( ) 4
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โดยการคํานวณจะได้ 

21 2 2 2

2
1 2

1

11 2 2 2 22

( )
(0)

( ) ( 1) ( 1) ( 1)

2.401980728,

i i

i

i
pp p u p u p

i i i

i i i i i

i

p
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และ 

2
1 2 2 2

2

1 3
1

11 2 2 222

( )
(0)

( ) ( 1) ( 1)( 1)

1.42748162

j j

j

j
qq q q u q

j j j

j j j jj

j

q

q T T

q q q qqq

 




  

  


  



   
                               





ดังน้ัน 0.7205942184 1     จาก 
3

( ) ( ) ( ) ( )
( , , )

5 2

x t y t x t y tt
f t x y

   
  

 
 

 

และ 
2

( ) ( ) 1
( , , )

3 3

x t y tt
g t x y

  
  

 
 

  เลือก 1( )
10

t
z t  , 

3
( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y x t y t x t y t      , , 2 ( )

9

t
z t  , 2

( ) ( ) ( ) 1x x t y t    ,   จะได้ว่า 

   (0, ) 1 1 2 1

1
sup 3.980031158 3.579024007

( ) ( ) 1r

r

z r p z r q  
  

   
 

ดังน้ันจาก ทฤษฎีบท 3.4 ดังน้ัน (3.41) จะมีผลเฉลย บน 2
0,

3
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บทท่ี 4 
บทสรปุ 

 
4.1 สรุปผลการวิจัย 
 

 จากการนําวิธีทําซํ้าทางเดียวมาใช้ในการศึกษาการมีอยู่จริงของผลเฉลยของปัญหาค่าขอบ
สําหรับสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วนท่ีมีอิมพัลส์ในรูป 

              
( ) ( , ( ), ( ( ))), ,

( ) ( ) , 1, 2,...,

(0) ( ).

kt

k k k

D x t f t x t x t t J

x t I x t k m

x x T

 



  
  
 

 (1.1) 

โดยใช้นิยามของผลเฉลยล่าง  ผลเฉลยบน  จากนิยาม 3.1 , 3.2  และสูตรการทําซํ้า (3.3)   ซ่ึงได้
เงื่อนไขเพียงพอของการมีอยู่จริงของผลเฉลยสุดขีดของปัญหาค่าขอบสําหรับสมการเชิงอนุพันธ์เชิง
เศษส่วนท่ีมีอิมพัลส์ ดังนี้ 
(H1)  0 0, PC   เป็นผลเฉลยล่างและผลเฉลยบนของ (1.1) โดยท่ี 0 0   บน J  
(H2)  ฟังก์ชัน  2 ,f C J    สอดคล้องกับ 
        , , , ,f t u v f t u v M u u N v v       
       สําหรับ 0 0( ) ( ) ( ) ( )t u t u t t    , 0 0( ( )) ( ) ( ) ( ( ))t v t v t t      , t J  
(H3)  ฟังก์ชัน  ,kI C    เม่ือ 1,2,...,k m  สอดคล้องกับ 
      ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k kI u t I v t L u t v t     
       สําหรับ 0 0( ) ( ) ( ) ( )k k k kt v t u t t    , 0kL  , 1,2,...,k m  
(H4)  อสมการ (3.12), (3.14) เป็นจริง 
 
 นอกจากนี้ยังศกึษาการมีอยู่จริงของผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วนแบบรี
มันน์ ลียูวิลล์รว่มกับเงื่อนไขค่าขอบในรูปปริพันธ์เชิงเศษส่วนแบบคาทูกัมโปลา ในรูป 

 

1 2

1 2

1

2

1

1

( ) ( ) ( , ( ), ( )), 0 ,

( ) ( ) ( , ( ), ( )), 0 ,

(0) 0, ( ) ( ),

(0) 0, ( ) ( ),

i i

j j

p pRL RL

q qRL RL

n

i i
i

m

j j
j

D D x t f t x t y t t T

D D y t g t x t y t t T

x x I x

y y I y

 

 





  

  





   

   

 

 





 (1.2) 
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ซ่ึงจากการใช้ทฤษฎีจุดตรึงของคาเซโนเซลสกิได้เงื่อนไขเพียงพอ ดังนี้ 
(H5)  ( , , ) ( )f t u v t  สําหรับ 2( , , ) [0, ]t u v T    และ  [0, ],C T    
(H6)  ( , , ) ( )g t u v t  สําหรับ 2( , , ) [0, ]t u v T    และ  [0, ],C T    
และ  1 2max (0), (0) 1       
 
นอกจากน้ียังใช้ทฤษฎีจุดตรึงของอริแกนได้เงื่อนไขเพียงพอ ดังนี ้
(H7)  มีฟังก์ชันท่ีไม่เป็นลบ  1 [0, ],z C T   และฟังก์ชันไม่เป็นลบ 1 2, : [0, ) [0, )      
     1 1 2( , , ) ( )f t u v z t u v      สําหรับทุก 2( , , ) [0, ]t u v T   
(H8)  มีฟังก์ชันท่ีไม่เป็นลบ  2 [0, ],z C T   และฟังก์ชันไม่เป็นลบ 1 2, : [0, ) [0, )      
     2 1 2( , , ) ( )g t u v z t u v      สําหรับทุก 2( , , ) [0, ]t u v T   

(H9)  
       (0, ) 1 1 2 1 2 1 2 1

1
sup

1( ) ( )r

r

z r r p z r r q    


          
 

 
4.2 อภิปรายผลการวิจัย 
 

งานวิจัยน้ีเป็นเพียงการนําวิธีทําซํ้าทางเดียวมาใช้ในการศึกษาการมีอยู่จริงของผลเฉลยของ
ปัญหาค่าขอบสําหรับสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วนที่มีอิมพัลส์ (1.1)  เท่านั้น  ดังน้ันจึงมีสมการเชิง
อนุพันธ์ที่ประกอบด้วยเงื่อนไขขอบอ่ืนๆ  ซ่ึงผู้สนใจสามารถนําวิธีทําซํ้าทางเดียวมาประยุกต์ใช้ใน
การศึกษาการมีอยู่จริงของผลเฉลยของปัญหาเหล่าน้ันได้  และนอกจากจะได้เงื่อนไขเพียงของการมี
อยู่จริงของผลเฉลยแล้วยังพบว่าเรายังสามารถนําสูตรการทําซํ้า (3.3) มาประยุกต์ใช้ในการหาผลเฉลย
โดยประมาณได้อีกด้วย  ดังน้ันวิธีการน้ีจึงเป็นอีกวิธีการหน่ึงที่น่าสนใจในการพิสูจน์การมีอยู่จริงของ
ผลเฉลย 

ในการใช้ทฤษฎีจุดตรึงของคาเซโนเซลสกิและทฤษฎีจุดตรึงของอริแกนศึกษาการมีอยู่จริง
ของผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วนแบบรีมันน์ ลียูวิลล์ร่วมกับเงื่อนไขค่าขอบในรูป
ปริพันธ์เชิงเศษส่วนแบบคาทูกัมโปลา (1.2)  พบว่าทฤษฎีจุดตรึงท่ีแตกต่างกันทําให้เราได้เงื่อนไข
เพียงพอที่แตกต่างกันดังน้ันเราจึงสามารถนําทฤษฎีจุดตรึงอ่ืนๆ มาศึกษากับระบบสมการเชิงอนุพันธ์
เชิงน้ีหรือระบบสมการเชิงอนุพันธ์เชิงอ่ืนๆ ได้อีกด้วย 
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บทท่ี 5 
ผลผลิต 

 
5.1 การตีพิมพ์ผลงานในวารสารวิชาการ 
 

1. Chatthai Thaiprayoon, Sotiris K. Ntouyas, and Jessada Tariboon. Monotone 
iterative technique for nonlinear impulsive conformable. 
Communications in Mathematics and Applications.  
(อยู่ระหว่างกระบวนการตีพิมพ์) 

2. Chatthai Thaiprayoon, Sotiris K. Ntouyas, and Jessada Tariboon. On systems 
of fractional Langevin equations of Riemann-Liouville type with 
generalized nonlocal fractional integral boundary conditions. Journal 
of Computational Analysis and Applications.  
(อยู่ระหว่างกระบวนการตีพิมพ์) 

5.2 การจดสิทธิบัตร 
 

 ไม่มี 
 
5.3 ผลงานเชิงพาณิชย ์
 

 ไม่มี 
 
5.4 ผลงานเชิงสาธารณะ 

เป็นองค์ความรู้ใหม่ทางด้านทฤษฎีการมีอยู่จริงของผลเฉลยของปัญหาค่าขอบสําหรับสมการ
เชิงอนุพันธ์เชิงเศษส่วนที่มีอิมพัลส์  และทฤษฎีการมีอยู่จริงของผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพันธ์
เชิงเศษส่วนแบบรีมันน์ ลียูวิลล์ร่วมกับเงื่อนไขค่าขอบในรูปปริพันธ์เชิงเศษส่วนแบบคาทูกัมโปลา  ซ่ึง
เป็นองค์ความรู้ท่ีจะใช้ในการศึกษาแคลคูลัสเชิงเศษส่วนต่อไป 
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