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บทคัดยอ

สมการที่มีความไมเชิงเสนนอยสำหรับตัวกลางพลาสมาที่ใชฟงกชันการกระจายตัวของอิเล็กตรอน ที่มีอุณหภูมิตางกันเพียงเล็ก
นอยจะสามารถใชการแปลงของไหลเมดเดอรลุงนำไปสู สมการชเรอดิงเจอรไมเชิงเสนได และ ผลเฉลยโซลิตอนของชเรอดิงเจอร
ไมเชิงเสนนี้จะไมเสถียร ภายใตการรบกวนดวยคลื่นที่มีความยาวคลื่นสูง

Using the Madelung's fluid transformation, a weakly nonlinear equation for the plasma with a slightly
non-isothermal electron distribution function can be transformed to the nonlinear Schrödinger equation.
The soliton solution of this nonlinear Schödinger equation is not stable for the long-wavelength perturbation.
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บทที่ 1

บทนำ

ในบทนี้จะเปนการแสดงภาพรวมของการหาสมการที่มีความไมเปนเชิงเสนนอยๆ สำหรับระบบที่เปน
พลาสมา

1.1 คลื่นในตัวกลางพลาสมา

พลาสมาเปนสถานะที่ประกอบดวยประจุไฟฟา และเปนสวนประกอบที่มากกวา 90% ของสสารใน
อวกาศ และ ในตัวกลางพลาสมามีการสั่นในหลายๆโหมด [1] อยางไรก็ ตามในรายงานนี้เราจะพิจารณา
เฉพาะโหลดการสั่นเดียวที่เรียกวา ion-acoustic waves ซึ่งสามารถให ผลเฉลยคลื่นโซลิตารีได

โซลิตอนเปนชื่อเรียกคลื่นโซลิตารี (solitary waves) เพราะเนื่องจากวาเมื่อคลื่นโซลิตารี สองตัว
วิ่งชนกัน หลังจากการชนกันจะไดคลื่นโซลิตารีตัวเดิมกลับมา ซึ่งเปนคุณสมบัติของอนุภาค ดังนั้น
เราจึงเรียกคลื่นโซลิตารีอีกชื่อหนึ่งวาโซลิตอน
คลื่นโซลิตารีถูกคนพบครั้งแรกโดย John Scott Russell [2] เมื่อสังเกตุคลื่นที่เกิดจากการหยุด ของ
เรือในลำคองของสกอตแลนด โดยคลื่นที่เกิดขึ้นหนาเรือนั้นจะวิ่งไปดวยอัตราเร็วคงที่และ ไมมีการก
ระจายเหมือนคลื่นทั่วไป อยางไรก็ดีสมการทางคณิตศาสตรที่ใชบรรยายโซลิตอนนี้ไดถูกคิดขึ้นโดย
Korteweg และ de Vries จนเปนที่มาของสมการ Korteweg-de Vries (KdV) [2]

ϕt + ϕϕx + ϕxxx = 0 (1.1)

โดยตัวหอย t และ x แสดงอนุพันธยอยเทียบกับเวลา และ อวกาศ (space) เทอมที่สองแสดงความ
ไมเปนเชิงเสน (nonlinearity) และเทอมสุดทายแสดง ลักษณะการกระจายตัว (dispersion) ของ
คลื่น ผลเฉลยของสมการ KdV (1.1) แสดงถึงการวิวัฒนตามเวลาของความสูงของคลื่น KdV แบบ
traveling wave สามารถเขียนไดเปน

ϕ(x, t) = 12η2 sech2 η(x− V t− x0)

ซึ่ง η เปนคาคงที่ และ V แสดงอัตราเร็วของคลื่น รูปที่ 1.1 แสดงการเคลื่อนที่ของโซลิตอนจาก
สมการ (1.1) ที่ความสูงของคลื่นไมมีการเปลี่ยนแปลงขณะเคลื่อนที่ ผลการชนกันแลวทำใหกลับมา
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รูปที่ 1.1: การวิวัฒนของคลื่นโซลิตอนของสมการ KdV โดยใช η = 0.25, x0 = 0, V = 0.25

เปนคลื่นแบบเดิมไดถูกแสดง และเรียกวาโซลิตอนครั้งแรกจากโดย Zabuskey และ Kruskal [3]
ดังแสดงในรูปที่ 1.2 ซึ่งเริ่มจากคลื่นฟงกชัน cosine เปนคาเริ่มตน โดยในฟงกชันนี้มีหลายโซลิตอน
บรรจุอยูเมื่อใสกลับเขาไปในสมการ (1.1) จะทำใหไดโซลิตอนตามรูป แลวเคลื่อนที่เขาหากัน และ
ผลก็พบวาคลื่นกลับมาเปนแบบเดิมหลังจากการชนกัน

รูปที่ 1.2: คลื่นหลายความสูงเคลื่อนที่ชนกัน

สำหรับตัวกลางพลาสมาที่พิจารณาเฉพาะแรงทางประจุไฟฟา และ ประจุบวก และ ประจุลบมี
อุณหภูมิคา เดียว รวมทั้งจะไมมีการชนกันอีกดวยจะสามารถหาสมการ KdV ได [4] โดยพิจารณา
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สมการ เหลานี้ ในรูปแบบที่มีสัมประสิทธิ์เปน 1 ทั้งหมด และเปน 1 มิติ

• สมการอนุรักษมวล
nt + (nu)x = 0 (1.2)

• สมการอนุรักษโมเมนตัม
vt + v

∂

∂x
v = −ϕx (1.3)

• สมการ Poisson
ϕxx = ne − n (1.4)

โดย ตัวหอย x และ t แสดงคืออนุพันธยอยเทียบกับ ตำแหนง และ เวลา ตามลำดับ v แสดง
ความเร็วของอิเล็กตรอนในทิศใดทิศหนึ่งทิศเดียว ϕ แสดงคือศักยไฟฟาของสนามไฟฟาระหวาง ประจุ
ในตัวกลางพลาสมา และ n แสดงถึงความหนาแนนของไอออนบวก ขณะที่ ne คือความหนาแนน
ของอิเล็กตรอน และ การกระจายตัวของอิเล็กตรอนจะบรรยายจากฟงกชัน Maxwellian [4]

ne = n0exp

(
eϕ

KBT

)
ซึ่งn0 คือจำนวนของความหนาแนนอิเล็กตรอนตอนที่ยังไมมีสนามไฟฟาภายนอก เมื่อพิจารณาความ
เปนไมเชิงเสนนอย เราสามารถกำหนดตัวแปรสำหรับที่จะทำการประมาณสำหรับการพิจารณาเงื่อนไข
ดังกลาว โดย ตัวแปรที่ใชจะเขียนไดเปน

ξ = ϵ1/2(x− t) τ = ϵ3/2t

และ พิจารณาการกระจายตัวของตัวแปรตางๆเปน

n = 1 + ϵn1 + ϵ2n2 + . . .

v = ϵv1 + ϵ2v2 + . . .

ϕ = ϵϕ1 + ϵ2ϕ2 + . . .

ne = 1 + ϕ+ ϕ2 + . . .

เมื่อแทนคาตัวแปรตางๆลงในสมการ (1.2)-(1.4) แลวเก็บสัมประสิทธิ์หนา ϵ ถึงอันดับที่ 1 เราจะ
ไดสมการ KdV เชนกัน

ถาพิจารณาเงื่อนไขที่ใหไอออนบวกสามารถกักอิเล็กตรอนไดในบางระดับพลังงาน ตามการเสนอ
ของ Schamel [5, 6] รูปแบบของการกระจายตัวของอิเล็กตรอนจะถูกปรับเปลี่ยนเปน

ne = eϕ erfc(
√

ϕ) +
1√
β

{
eβϕ erf(

√
βϕ) ; β ≥ 0

2√
π
W (

√
−βϕ) ; β < 0

(1.5)
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โดย W (x) คือฟงกชัน Dawson

W (x) = ex
2

∫ x

0

e−t2dt,

β =
Tef

TeT
เปนอัตราสวนระหวางอุณหภูมิของอิเล็กตรอนที่วิ่งอยางอิสระและอิเล็กตรอนที่ถูกกัก

ในศักยของ ไอออนบวก และ เมื่อพิจารณาความเปนไมเชิงเสนอยางนอยๆ และ ใชการกระจายตัว
ของอิเล็กตรอนแทน Maxwellian เราจะไดสมการ KdV แบบปรับปรุงเปน

ϕt + ϕ1/2ϕx + ϕxxx = 0 (1.6)

ถาเราพิจารณาใหอุณหภูมิของอิเล็กตรอนที่กัก และ วิ่งอยางอิสระ ตางกักเล็กนอย เราจะไดสมการ
KdV แบบปรับปรุงที่มีเทอมไมเชิงเสน 2 เทอม [7, 8] ความเปนไมเชิงเสนนอยๆ จะทำใหเขียนการ
ประมาณของความหนาแนของอิเล็กตรอนไดเปน

ne = 1 + ϕ− 4

3
bϕ3/2 +

1

2
ϕ2 +O(ϕ5/2)

โดย b = 1√
π

(
1− Tef

Tet

)
โดยสมการ KdV แบบปรับปรุงจะเขียนไดเปน

ϕt + ϕ1/2ϕx + ϕϕx + ϕxxx = 0 (1.7)

สมการที่ถูกปรับปรุงที่กลาวมาทั้งหมดจะอยูบนพื้นฐานของโหมดการสั่นที่เรียกวา ion-acoustic waves
สมการที่บรรยายโซลิตอนไมไดมีแค KdV แตยังมีอีกรูปหนึ่งที่รูจักกันดีคือ สมการ nonlinear Schrödinger
equation โดยสมการที่รูจักกันดีในโดยเฉพาะในการไฟเบอร ใยแกวนำแสงคือ cubic nonlinear
Schrödinger equation (cNLS) [9]

iϕt + ϕxx + |ϕ|2ϕ = 0 (1.8)

ผลเฉลยของสมการ (1.8) ในรูปของ traveling wave จะเขียนไดเปน
ϕ(x, t) =

√
2η sech η(x− V t− x0) ei(xV /2−V t)

โดย V แสดงอัตราเร็วของโซลิตอน และ η เปนคาคงที่ รูปที่ 1.3 แสดงการวิวัตนตามเวลาของ
ผลเฉลยของสมการ cNLS สำหรับสมการชเรอดิงเจอรไมเชิงเสนที่บรรยายการสั่นของประจุบวกใน
สถานพลาสมาที่มีประจุลบวิ่งอยู รอบๆ [10] จะเขียนอยูในรูป

iϕt + ϕxx + |ϕ|1/2ϕ = 0 (1.9)

ผลเฉลยของสมการ (1.9) สามารถเขียนอยูในรูป
ϕ(x, t) = 400η4 sech2 η(x− V t− x0) ei(xV /2−V t)

และการวิวัฒนของโซลิตอนนี้แสดงในรูป 1.4 สวนใหญสมการชเรอดิงเจอรไมเชิงเสนมักจะถูกบรรยาย
ในระบบของใยแกวนำแสงทำใหเราไมคอยพบรูป แบบปรับปรุงอื่นๆเหมือนกับสมการ KdV แตวา
ความสัมพันธของสมการทั้งสองสามารถหาไดจากการแปลง ของไหลเมดเดอรลุง [11, 12, 13]
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รูปที่ 1.3: การวิวัฒนของคลื่นโซลิตอนของสมการ cNLS โดยใช η = 0.5, x0 = −30, V = 5.0
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รูปที่ 1.4: การวิวัฒนของคลื่นโซลิตอนของสมการ sNLS โดยใช η = 0.5, x0 = −30, V = 5.0
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บทที่ 2

การแปลงของไหลเมดเดอรลุง

หลักการของการแปลงนี้จะเปนการทำยอนกลับไปยังสมการของไหลโดยตัวแปลงจะ ใชผลเฉลยของ
คลื่นเชิงเสนกลาวคือความสูง และ เฟสของคลื่น

ϕ(x, t) =
√
ρ(x, t) eiΘ(x,t) (2.1)

โดย ρ = |ϕ|2 จะถูกเรียกวาความหนาแนของไหลเมดเดอรลุง (Madelung’s fluid density) เมื่อ
แทนสมการ(2.1) ลงสมการที่ศึกษาจะทำให ยอนกลับไปยังตนกำเนิดของสมการคลื่น ซึ่งในรายงาน
นี้เราจะพิจารณาสมการชเรอดิงเจอรไมเชิงเสน แบบปรับปรุงนี้

iϕt + ϕxx + |ϕ|ϕ+ |ϕ|2ϕ = 0 (2.2)

แทนสมการ (2.1) ลงในสมการ (2.2) และ พิจารณาสมการ ที่เปนสวนจริง
1

2
ρt + (ρV )x = 0 (2.3)

และ สวนจินตภาพ

Vt + 2V Vx =
∂

∂x

(
ρ+ ρ1/2

)
+

∂

∂x

[
1
√
ρ

∂2

∂x2
√
ρ

]
(2.4)

ซึ่ง V (x, t) = ∂Θ
∂x จะเรียกวาความเร็วของของไหล (current velocity) ซึ่งเปนสมการของไหล

สำหรับสมการชเรอดิงเจอรไมเชิงเสน และ การหาผลเฉลยของสมการของ ไหลนี้ จะตองกำจัดตัวแปร
หนึ่งตัว โดยในเงื่อนไขนี้เราจะกำจัดตัวแปรความเร็วของของไหล โดยการ จัดเทอมใหอยูในรูปของ
การอนุรักษโมเมนตัม คลายๆกับสมการ (1.3) ดังนั้นสมการของสวนจริง (2.3) จะเขียนไดเปน

ρ

(
∂

∂t
V + 2V

∂

∂x
V

)
= −V

∂ρ

∂t
+ ρ

∂V

∂t
− 2V 2∂ρ

∂x

และจากสมการ (2.4) จะไดวา

ρ

(
∂

∂t
V + 2V

∂

∂x
V

)
= ρ

∂

∂x
(ρ+

√
ρ) + ρ

∂

∂x

[
1
√
ρ

∂2

∂x2
√
ρ

]
8



ดานขวามือของสมการทั้งสองจะเทากัน เราทำการอินทิเกรตเทียบกับเวลาหนึ่งครั้งจะได

−V
∂ρ

∂t
+ ρ

∂V

∂t
+ 2

[
−c(t) +

∂

∂t

∫
V dx

]
∂

∂x
ρ

=

(
ρ
∂

∂x
(ρ+

√
ρ) + 2 (ρ+

√
ρ)

∂

∂x
ρ

)
+

ρxxx
2

โดย c(t) เปนคาคงที่ของการอินทิเกรต สมการนี้จะบรรยายคลื่นโดยทั่วๆไป แตเราตองการผลเฉลย
ที่เปนคลื่นโซลิตารี ทำใหตองกำหนดเงื่อน สำหรับคลื่นโซลิตารี โดยกำหนดใหของไหลเมดเดอรลุง
ไหลดวยอัตราเร็วคงที่ V = V0 และทำใหได

Θ = V0x− 2c0t และ c(t) = c0

ตัวหอยศูนยแสดงคาคงที่ การแกสมการเชิงอนุพันธยอยรูปแบบหนึ่งคือการเปลี่ยนใหเปน สมการ
อนุพันธที่มีตัวแปรตัวเดียว หรือที่เรียกวา traveling wave solution โดยเราจะพิจารณา ξ =

x− 2V0t และ จะไดวา(
V 2
0 − 2c0

) d

dξ
ρ = 3ρ

d

dξ
ρ+

5

2

√
ρ
d

dξ
ρ+

1

4

d3

dξ3
ρ (2.5)

เมื่อพิจารณาสวนตางๆของสมการ(2.5) ซึ่งก็คือสมการ(1.7) นั่นเอง หรืออีกนัยหนึ่งผลเฉลยของสม
การชเรอดิงเจอรไมเชิงเสนสำหรับพลาสมาที่ มีการกักอิเล็กตรอนที่อุณหภูมิของอิเล็กตรอนตางกัน
เล็กนอยจะสามารถหาได ซึ่งจะเขียนไดเปน [14]

ϕ =
12η2

1 +
√

1 + 18η2 cosh 2η(ξ − ξ0)
e
i
(

c0x
2 −

{
c20
4 −4η2

}
t

)
(2.6)
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บทที่ 3

ความไมเสถียรของโซลิตอนที่ถูกรบกวนดวย
ความยาวคลื่นสูง

เราจะรบกวนผลเฉลยโซลิตอนตามสมการ(2.6) โดยคลื่นฟงกชัน cosine ที่มีความยาวคลื่นสูง การ
รบกวนจะเขียนไดเปน

ϕ = (ϕ0 + ϵn(ξ, y, t)) ei(xV0−2c0t)

โดย n(ξ, y, t) = (u(ξ) + iv(ξ)) eiky+γt คาของ γ จะบอกวา ϕ0 นั้นเสถียรหรือไม โดยเรา
จะพิจารณา γ > 0 เพราะจะทำใหเกิดความไมเสถียรตอการรบกวน นอกนั้นจะไมทำใหคลื่นมี
การเปลี่ยนแปลง

แทนการรบกวนนี้ลงในสมการที่เปน 2 มิติ เพราะวาเราจะรบกวนในทิศที่ตั้งฉากกับการเคลื่อน
ที่ของคลื่น

iϕt + ϕxx + ϕyy + |ϕ|ϕ+ |ϕ|2ϕ = 0

หลังจากการแทนคาจะทำใหเก็บเทอมที่เปน ϵ กำลังหนึ่ง จะไดสมการ เกี่ยวของกัน (couple equation)

uξξ +

(
3ϕ2

0 +
5

2
ϕ0 − (k2 − ω)

)
u = γv,

vξξ +

(
ϕ2
0 +

ϕ0

2
− (k2 − ω)

)
v = −γu.

และสามารถเขียน Lagragian ไดเปน

S =

∫ ∞

−∞
Ldξ

L =
u2ξ
2
−
v2ξ
2
−
(
3ϕ2

0 +
5

2
ϕ0 − (k2 − ω)

)
u2

2
−
(
ϕ2
0 +

ϕ0

2
− (k2 − ω)

)
v2

2
+γvw

(3.1)
เนื่องจากเปนสมการไมเชิงเสน และ ไมสามารถจัดใหอยูในรูปแบบพิเศษใดๆได ทำใหเราตอง ใชระเบียบ
วิธีเชิงตัวเลขคำนวณความไมเสถียรนี้ อยางไรก็ตาม เราสามารถหาคาความยาวคลื่นที่ใช ในการรบกวน
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เพื่อดูวาผลเฉลยมีความเสถียรหรือไม ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่เราใชจะเรียกวา spectral method [15]
โดยจะใชการแปลงฟูเรียรกับตัวแปรที่อยูในมิติของอวกาศ สวนตัวแปรที่อยูในมิติของเวลาจะใชวิธี
Runge-Kutta อันดับ 4

dϕ

dt
= −i

(
F−1

((
ξ2 + χ2

)
F (ϕ)

)
− |ϕ|ϕ− |ϕ|2ϕ

)
F และ F−1 แสดง Fourier และ inverse Fourier transforms ตามลำดับ นอกจากนี้

[F (ϕ)]p,q =

Nx−1∑
l=0

Ny−1∑
m=0

ϕl,me
i(ξpxl+χqym)

โดย (ξp, χq) = 2π(p/Lx, q/Ly) สำหรับ p = 0, . . . , Nx− 1 และ q = 0, . . . , Ny − 1

สำหรับตัวอยางที่ใชจะมีคาตอไปนี้ Lx ∈ [−50, 50], Ly ∈ [−50, 50], x0 = 0, dt =

0.0005, Nx = 128 and Ny = 128 ผลของความไมเสถียร จะทำใหโซลิตอนกลายเปนโซลิ
ตอนใน 2 มิติ ตามรูป

รูปที่ 3.1: การวิวัฒนตามเวลาของโซลิตอนที่ไมเสถียรสำหรับ η = 0.2

11



บทที่ 4

สรุป และ วิเคราะหผล

แมวาเราจะยังไมสามารถเริ่มตนการหาสมการชเรอดิงเจอรไมเชิงเสนที่จะ บรรยายการสั่นของไอออน
โดยที่บางสวน มีการกักอิเล็กตรอนไวดวยจากสมการของไหลได แตการหาความสัมพันธระหวางสมการ
KdV และ NLS จะเปนโอกาสที่จะใชสมการชเรอดิงเจอรไมเชิงเสนบรรยายระบบทางฟสิกสแบบอื่นๆ
ในอนาคตนอก เหนือจากทางดานออฟติก

การคนพบความไมเสถียรจากการรบกวนดวยฟงกชันใดๆ ของโซลิตอนจะเปนแนวโนมที่ดีสำหรับ
การศึกษา โซลิตอนในมิติที่สูงขึ้น เพราะการหาผลเฉลยโดยตรงอาจไมสามารถทำได ความไมเสถียร
จึงเปนตัวอยางหนึ่งที่ สามารถทำใหเราคนพบโซลิตอนในมิติที่สูงขึ้น เชน การพยายามศึกษาการชน
กันของวอรเทคโซลิตอน เชน Kadomtsev-Petviashvili แบบปรับปรุง [16] ซึ่งใหผลการคำนวณที่
คลายกับการทดลองนี้ ตามรูปที่ 4.1 ซึ่งแสดงการกระเจิงหลังจากชนกันซึ่งเปนคุณสมบัติของอนุภาค
ไมใชคลื่น

รูปที่ 4.1: การชนกันของคลื่นโซลิตอน 2 ตัว ของสมการ Kadomtsev-Petviashvili แบบปรับปรุง
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