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จุดมุ่งหมายของการศึกษาคร้ังน้ี คือ หาขอบเขตไม่เอกรูปส าหรับประมาณฟังกช์นั 

การแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบดว้ยฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของ 
ตวัแปรสุ่มทวนิามโดยใชว้ธีิของสไตน์และฟังกช์นั w โดยท่ีผลการศึกษาอยูใ่นรูปของระยะทาง 
ของคอลโมโกรอฟระหวา่งฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของทั้งสองฟังกช์นัพร้อมดว้ยขอบเขต 
ไม่เอกรูป ขอบเขตไม่เอกรูปท่ีไดจ้ากการศึกษาคร้ังน้ีสามารถใชเ้ป็นเกณฑว์ดัความแม่นย  าของ 
การประมาณ นัน่คือ ถา้ขอบเขตไม่เอกรูปดงักล่าวมีค่านอ้ย แสดงวา่ฟังกช์นัการแจกแจงสะสม 
ของตวัแปรสุ่มทวนิามมีความเหมาะสมท่ีจะใชป้ระมาณฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่ม 
ท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบ การประยกุตข์องการศึกษาคร้ังน้ีเป็นการใชผ้ลลพัธ์ท่ีไดไ้ปประมาณ 
ฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มบางชนิด ไดแ้ก่ ฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่ม 
เรขาคณิตไฮเพอร์ ฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มเรขาคณิตไฮเพอร์เชิงลบ ฟังกช์นั 
การแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มโพลยา และฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มทวนิามบีตา้ 
นอกจากน้ีไดมี้การน าเสนอผลลพัธ์เชิงตวัเลขเพื่อแสดงความแม่นย  าของการประมาณส าหรับ 
ทุกฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มดงัท่ีไดก้ล่าวมาขา้งตน้ 
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บทคดัย่อภาษาองักฤษ  
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KHUNAKORN SAE-JENG: BINOMIAL APPROXIMATION WITH STEIN’S 
METHOD AND w-FUNCTIONS. ADVISORY COMMITTEE: KANINT TEERAPABOLARN, 
Ph.D. 2017 

  
The aim of this study is to determine a non-uniform bound for approximating the 

cumulative distribution function of a non-negative integer-valued random variable by the 
binomial cumulative distribution function using Stein’s method and w-functions, where the result 
of the study is in the form of the Kolmogorov distance between the two cumulative distribution 
functions together with its non-uniform bound. The non-uniform bound obtained in this study 
can be used as a criterion for measuring the accuracy of the approximation, that is, if the non-
uniform is small, it indicates that the binomial cumulative distribution function is appropriate to 
approximate the cumulative distribution function of a non-negative integer-valued random 
variable. The applications of this study are a use of the obtained result to approximate some 
cumulative distribution functions such as the hypergeometric cumulative distribution function, the 
negative hypergeometric cumulative distribution function, the Pólya cumulative distribution 
function and the beta-binomial cumulative distribution function. Additionally, some numerical 
results are also provided to illustrate the accuracy of the approximation for all cumulative 
distribution functions that mentioned above. 
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กิตติกรรมประก าศ 
 

กติติกรรมประกาศ 
  

วิทยานิพนธ์ฉบบัน้ีส าเร็จลุล่วงไดด้ว้ยความกรุณาช่วยเหลือและให้ค  าปรึกษาอยา่งดียิ่ง จาก
ผูช่้วยศาสตราจารย์ ดร.คณินทร์ ธีรภาพโอฬาร อาจารยท่ี์ปรึกษาวิทยานิพนธ์ ท่ีได้กรุณาถ่ายทอด
ความรู้ แนวคิด วิธีการ ค าแนะน า และตรวจสอบแกไ้ขขอ้บกพร่องต่าง ๆ  ดว้ยความเอาใจใส่ยิ่ง ผูว้ิจยั
กราบขอบพระคุณเป็นอยา่งสูง 

ขอขอบพระคุณคณะกรรมการสอบวิทยานิพนธ์ในคร้ังน้ี ซ่ึงประกอบด้วยศาสตราจารย์    
ดร.กฤษณะ เนียมมณี จากจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลยัและอาจารย์ ดร.พชัรี วงษ์เกษม อาจารยป์ระจ า
หลักสูตรท่ีได้กรุณาให้ค  าแนะน าเพิ่มเติม แก้ไขข้อบกพร่อง และตรวจสอบความถูกต้องของ
วทิยานิพนธ์ฉบบัน้ีใหมี้ความถูกตอ้งและเสร็จสมบูรณ์มากยิง่ข้ึน 

ขอขอบคุณอาจารยทุ์กท่านท่ีคอยอบรมสั่งสอน ให้วิชาความรู้และค าแนะน าต่างๆ ตลอด
ระยะเวลาท่ีขา้พเจา้ไดศึ้กษาอยูท่ี่มหาวทิยาลยับูรพา 

ขอขอบคุณน้อง ๆ นิสิตสาขาวิชาสถิติและคณิตศาสตร์ท่ีคอยเป็นก าลงัใจท่ีดีตลอดมา และ
นอกจากน้ียงัมีผูท่ี้ใหค้วามร่วมมือช่วยเหลืออีกหลายท่าน ซ่ึงผูว้จิยัไม่สามารถกล่าวนามในท่ีน้ีไดห้มด  
จึงขอขอบคุณทุกท่านเหล่านั้นไว ้ณ โอกาสน้ีดว้ย 

คุณค่าทั้งหลายท่ีผูว้ิจยัได้รับจากวิทยานิพนธ์ฉบบัน้ี  ผูว้ิจยัขอมอบแด่บิดา มารดา ผูท่ี้อยู่
เบ้ืองหลงัในความส าเร็จคร้ังน้ี ตลอดจนผูมี้พระคุณทุกท่าน 
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บทที ่1 
บทน า 

 
ความเป็นมาและความส าคญัของปัญหา 
 การประมาณทวนิาม (Binomial approximation) เป็นการประมาณการแจกแจงของ 
ตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง (Discrete random variable) ดว้ยการแจกแจงทวนิาม (Binomial distribution) 
โดยมีเกณฑท่ี์นิยมใชว้ดัความแม่นย  าของการประมาณ ไดแ้ก่ เกณฑท่ี์วดัความแม่นย  าโดยใช ้
ค่าคลาดเคล่ือนสัมบูรณ์ (Absolute error) ของการประมาณโดยตรง และเกณฑท่ี์วดัความแม่นย  า
โดยใชข้อบเขตบน (Upper bound) ของการประมาณซ่ึงเป็นเกณฑท่ี์นิยมใชก้นัอยา่งแพร่หลาย  
ในกรณีท่ีใชข้อบเขตบนเป็นเกณฑว์ดัความแม่นย  าของการประมาณ Stein (1986) ไดน้ าเสนอวธีิ
ของสไตน์ (Stein’s method) มาประยกุตใ์ชก้บัการประมาณการแจกแจงของตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง
ดว้ยการแจกแจงทวนิามเป็นบุคคลแรก ต่อมา Ehm (1991) ไดใ้ชว้ธีิของสไตน์หาขอบเขตเอกรูป 
(Uniform bound) ส าหรับการประมาณการแจกแจงของผลรวมของตวัแปรสุ่มแบร์นูลลี (Bernoulli 
random variable) ท่ีแตกต่างกนัและเป็นอิสระต่อกนั (Independent) Barbour et al. (1992) ไดป้รับ
สมการของสไตน์ส าหรับการแจกแจงทวินามใน Stein (1986) ใหอ้ยูใ่นรูปแบบท่ีเหมาะสม
เช่นเดียวกบัการประมาณปัวซง (Poisson approximation) Soon (1996) ไดใ้ชว้ธีิของสไตน์หา
ขอบเขตเอกรูปส าหรับการประมาณการแจกแจงของผลรวมของตวัแปรสุ่มแบร์นูลลีท่ีไม่เป็นอิสระ
ต่อกนั (Dependent) Wongkasem et al. (2008) ไดใ้ชว้ธีิของสไตน์และฟังกช์นั w หาขอบเขตเอกรูป
ส าหรับการประมาณการแจกแจงทวนิามทัว่ไป (Generalized binomial distribution) ดว้ย 
การแจกแจงทวนิาม Prukpousana and Teerapabolarn (2010) ไดใ้ชว้ธีิของสไตน์ส าหรับ 
การแจกแจงทวนิามและฟังกช์นั w หาขอบเขตเอกรูปส าหรับการประมาณการแจกแจงเรขาคณิต 
ไฮเพอร์เชิงลบ (Negative hypergeometric distribution) ดว้ยการแจกแจงทวนิาม และ 
Teerapabolarn (2011) ไดใ้ชว้ธีิเช่นเดียวกบั Wongkasem et al. (2008) ในการหาขอบเขตไม่เอกรูป 
(Non-uniform bound) ส าหรับการประมาณแบบจุดของการแจกแจงทวนิามทัว่ไปดว้ยการแจกแจง
ทวนิาม จากท่ีกล่าวมาขา้งตน้ จะเห็นไดว้า่การแจกแจงทวินามสามารถประมาณการแจกแจงของ 
ตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ืองท่ีเป็นตวัแปรสุ่มตวัเดียวหรือเป็นผลรวมของตวัแปรสุ่มหลายตวั แต่ในกรณีท่ี
ตอ้งการศึกษาการประมาณการแจกแจงของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบในรูปทัว่ไปเพียง
หน่ึงตวัแปร (ไม่เจาะจงชนิดของการแจกแจง) ดว้ยการแจกแจงทวนิาม Teerapabolarn and 
Wongkasem (2011) ไดก้ าหนดตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบมีลกัษณะ ดงัน้ี 
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 2 

ให ้ X  แทนตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบท่ีมีฟังกช์นัมวลความน่าจะเป็น 
(Probability mass function) ( ) 0Xp x   ส าหรับทุก xX  เม่ือ X  คือ เซตของค่าตวัแปรสุ่ม X  
ท่ีมีค่าคาดหมาย ( )E X   และความแปรปรวน 2 ( )Var X     และให ้ B  แทนตวัแปรสุ่ม 
ทวนิาม (Binomial random variable) ท่ีมีพารามิเตอร์  ( )n n  และ  (0 1 1)p p q     ซ่ึงมี
ฟังกช์นัมวลความน่าจะเป็นดงัน้ี 

 

  ( ) ; 0,1,2,...,x n x
B

n
p x p q x n

x

 
  
 

                                      (1.1) 
 

โดยมีค่าเฉล่ีย ( )E B np  และความแปรปรวน ( )Var B npq  ในการประมาณการแจกแจงของ 
ตวัแปรสุ่ม X  ดว้ยการแจกแจงทวนิาม Teerapabolarn and Wongkasem (2011) ไดใ้ชว้ธีิของสไตน์
และฟังกช์นั w  หาขอบเขตไม่เอกรูปส าหรับเมตริกแบบจุด (Point metric) ระหวา่งการแจกแจงของ
ตวัแปรสุ่ม X  และการแจกแจงทวนิามดงัน้ี  

กรณีท่ี 0 0x   
 

 2
0

1
( , ) ( ) ( ) | |

nq
d X B E n X p w X np

np
 


                           (1.2) 

 

และถา้ np   แลว้  
 

2
0

1
( , ) ( ) ( )

nq
d X B E n X p w X

np



                                         (1.3) 

 

กรณีท่ี 0 {1,..., }x n  
 

 0

1 1
2

0

1 1
( , ) min , ( ) ( ) | |

( 1)

n n n

x
p p q

d X B E n X p w X np
x q n pq

 
     

     
  

       (1.4) 
 

และถา้ np   แลว้ 
 

0

1 1
2

0

1 1
( , ) min , ( ) ( )

( 1)

n n n

x
p p q

d X B E n X p w X
x q n pq


     

   
  

                (1.5) 
 

โดยท่ี 
0 0 0( , ) ( ) ( )x X Bd X B p x p x   เม่ือ 0 {0,..., }x n   

 พิจารณาผลลพัธ์ในอสมการ (1.2) ถึง (1.5) ผลลพัธ์ดงักล่าวมีความเหมาะสมส าหรับการ
ประมาณการแจกแจงของตวัแปรสุ่ม X  ดว้ยการแจกแจงทวนิามท่ีอยูใ่นรูปของการประมาณแบบจุด 
(Pointwise approximation) เท่านั้น ซ่ึงในกรณีท่ีตอ้งการประมาณฟังกช์นัการแจกแจงสะสม 
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(Cumulative distribution function) ของตวัแปรสุ่ม X  ดว้ยฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่ม
ทวนิาม ผลลพัธ์ในอสมการ (1.2) ถึง (1.5) จะท าใหข้อบเขตไม่เอกรูปมีค่ามากข้ึนเม่ือ 0x  มีค่าเพิ่ม 
ข้ึน ซ่ึงอาจไม่เหมาะสมส าหรับการประมาณฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่ม X  ดงันั้น
การศึกษาคร้ังน้ีจึงตอ้งการหาผลลพัธ์ใหม่เพื่อใชป้ระมาณฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่ม 
X  ดว้ยฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มทวนิาม และโดยทัว่ไปรูปแบบของการประมาณ
ฟังกช์นัการแจกแจงสะสมจะอยูใ่นรูปของผลต่างของฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมสองฟังกช์นั ซ่ึงจะ
เรียกวา่ระยะทางของคอลโมโกรอฟ (Kolmogorov distance) และเกณฑท่ี์ใชว้ดัความแม่นย  าของการ
ประมาณในกรณีน้ี คือ ขอบเขตไม่เอกรูปส าหรับระยะทางของคอลโมโกรอฟระหวา่งฟังกช์นั 
การแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบและฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของ 
ตวัแปรสุ่มทวนิาม 
 

วตัถุประสงค์ของการวจิัย 
 2.1 เพื่อหาขอบเขตไม่เอกรูปส าหรับระยะทางของคอลโมโกรอฟระหวา่งฟังกช์นั 
การแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบและฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของ 
ตวัแปรสุ่มทวนิาม  
 2.2 เพื่อประยกุตใ์ชข้อบเขตไม่เอกรูปในการประมาณฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมของ 
ตวัแปรสุ่มเรขาคณิตไฮเพอร์ ฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มเรขาคณิตไฮเพอร์เชิงลบ 
ฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มโพลยา และฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่ม 
ทวนิามบีตา้ 
 
ประโยชน์ทีค่าดว่าจะได้รับจากการวจิัย 
 ไดข้อบเขตไม่เอกรูปเพื่อใชต้รวจสอบความแม่นย  าในการประมาณฟังกช์นัการแจกแจง
สะสมของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบดว้ยฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่ม 
ทวนิาม 
 

ขอบเขตของการวจิัย 

 ในการศึกษาคร้ังน้ี ศึกษาเฉพาะการหาขอบเขตไม่เอกรูปส าหรับระยะทางของ 
คอลโมโกรอฟระหวา่งฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบและ
ฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มทวนิาม และวธีิท่ีใชห้าขอบเขตไม่เอกรูปดงักล่าว คือ  
วธีิของสไตน์ส าหรับการแจกแจงทวนิามและฟังกช์นั w  
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บทที ่2 
เอกสารและงานวจิยัที่เกีย่วข้อง 

 
ทฤษฎทีีเ่กีย่วข้อง 

 1.1 ขอบเขตบนของฟังก์ชันค่าจริง (Upper bound of real-valued function) 
 ให ้ S  เป็นเซตยอ่ยของ  และ f  เป็นฟังกช์นัจาก S  ไป  ถา้มีจ านวนจริง u  ซ่ึง 

( )f x u  ส าหรับทุก x S  จะเรียก u  วา่เป็นขอบเขตบนของ f  และถา้ u  เป็นขอบเขตบนของ 
f  ท่ีมีค่านอ้ยกวา่หรือเท่ากบัขอบเขตทุกตวัของ f  แลว้จะเรียก u  วา่ ขอบเขตบนท่ีนอ้ยท่ีสุด 

(Least upper bound หรือ supremum) ของ f  แทนดว้ย sup f  เช่น
 

( )
1

x
f x

x



 เม่ือ 1x   ดงันั้น 

ขอบเขตบนของ f  คือ จ านวนจริงท่ีมีค่ามากกวา่หรือเท่ากบั 1  และ 
1

sup ( ) 1
x

f x


  

 
 1.2 ขอบเขตเอกรูปและไม่เอกรูป (Uniform and non-uniform bounds) 
 ให ้  และ  แทนฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็น
ลบ X  และ Y  ตามล าดบั และให ้ 0( )x  แทนขอบเขตบนของระยะทางระหวา่ง  และ  ท่ี 

 0 0x    ซ่ึงมีรูปแบบการประมาณการแจกแจงพร้อมดว้ยขอบเขตบนเป็นดงัน้ี 
 

 0 0 0( ) ( )x x x   
 

 ถา้ 0( )x  มีค่าคงตวัส าหรับทุกค่าของ 0x  แลว้จะกล่าววา่ 0( )x  เป็นขอบเขตเอกรูปของ 

0 0( ) ( )x x  บนเซต  0  และถา้ 0( )x  มีค่าเปล่ียนแปลงตามค่าของ 0x  แลว้จะกล่าววา่ 

0( )x  เป็นขอบเขตไม่เอกรูปของ 0 0( ) ( )x x  บนเซต  0  
 
 1.3 ระยะทางของคอลโมโกรอฟ (Kolmogorov distance) 
 ให ้  และ  แทนฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็น
ลบ X  และ Y  ตามล าดบั ระยะทางของคอลโมโกรอฟระหวา่ง  และ  ส าหรับทุก 

 0 0x    ก าหนดไดด้งัน้ี 
 (1) ส าหรับขอบเขตเอกรูป (ไม่เปล่ียนแปลงตามค่าของ 0x ) จะไดว้า่ 
 

   
0

0 0
0

( , ) sup ( ) ( )K
x

d X H x x
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 (2) ส าหรับขอบเขตไม่เอกรูป (เปล่ียนแปลงตามค่าของ 0x ) จะไดว้า่ 
 

   
0

0 0( , ) ( ) ( )
xKd X H x x   

 
 1.4 วธีิของสไตน์ส าหรับการการแจกแจงทวนิาม 
 วธีิของสไตน์ (Stein’s method) ไดเ้ร่ิมตน้น าเสนอคร้ังแรกโดย Stein (1972) ซ่ึงเป็นวธีิท่ี
ใชใ้นการประมาณการแจกแจงของผลรวมของตวัแปรสุ่มท่ีไม่เป็นอิสระต่อกนั (Dependent random 
variables) ดว้ยการแจกแจงปรกติ (Normal distribution) ต่อมา Chen (1975) ไดป้รับปรุงและพฒันา
วธีิของสไตน์แบบเดิมมาสู่การประมาณการแจกแจงของผลรวมของตวัแปรสุ่มแบร์นูลลีท่ีไม่เป็น
อิสระต่อกนั (Dependent Bernoulli random variable) ดว้ยการแจกแจงปัวซง (Poisson distribution) 
และ Stein (1986) ไดน้ าวธีิของสไตน์มาใชก้บัการประมาณการแจกแจงของตวัแปรสุ่มไม่ต่อเน่ือง
ดว้ยการแจกแจงทวนิาม และสมการของสไตน์ส าหรับการแจกแจงทวินามท่ีมีพารามิเตอร์ n  และ 
p  เม่ือ 0 1 1p q     (เม่ือก าหนดฟังกช์นั h ) ดงัน้ี 

 

          ,( ) ( ) ( ) ( 1) ( )n ph x B h n x pg x qxg x              (2.1) 
 

โดยท่ี ,
0

( ) ( )
n

k n k
n p

k

n
B h h k p q

k





 
  

 
  และ g  และ h  เป็นฟังกช์นัค่าจริงท่ีมีขอบเขตและนิยามบน

เซต {0,1,..., }n  
 
 1.5 ฟังก์ชัน w  
 ให ้ X  แทนตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าเป็นจ านวนเตม็ไม่เป็นลบดงัท่ีนิยามในบทท่ี 1   
Cacoullos and Papathanasiou (1989) ไดนิ้ยามฟังกช์นั w  ท่ีสัมพนัธ์กบัตวัแปรสุ่ม X  หรือสัมพนัธ์
กบัการแจกแจงของตวัแปรสุ่ม X  ในรูปของความสัมพนัธ์ดงัน้ี  

 

 
2

0

1
( ) ( ) ( ),

x

X X
i

w x p x i p i x
 

   X                           (2.2) 
 

ต่อมา Majsnerowska (1998) ไดป้รับรูปความสัมพนัธ์ในสมการ (2.2) ใหอ้ยูใ่นรูปแบบของ
ความสัมพนัธ์เวยีนเกิด (Recurrence relation) ดงัน้ี 
 

2

2

( 1) ( 1)1
( ) , \ {0}

( )

X

X

w x p x
w x x x

p x






   
    

  

X               (2.3) 

และ ( ) 0 , \{0}w x x X                   (2.4) 
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โดยท่ี 
2

(0)w



  และ ( ) 0Xp x   ส าหรับทุก xX  

 รูปแบบความสัมพนัธ์ต่อไปน้ีเป็นสมบติัท่ีส าคญัของฟังก์ชนั w  ส าหรับการสร้าง
ผลการวจิยัท่ีตอ้งการซ่ึง Cacoullos and Papathanasiou (1989) ไดก้ าหนดไวด้งัน้ี 
 ถา้ตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเต็มไม่เป็นลบ X  ท่ีมี ( ) 0Xp x   ส าหรับทุก xX  และมี
ความแปรปรวนจ ากดั 20     แลว้ 

 

       2( ) ( ) ( )E X g X E w X g X                    (2.5) 
ส าหรับฟังกช์นั : {0}g    ท่ีท าให ้ ( ) ( )E w X g X   โดย ( ) ( 1) ( )g x g x g x     และจะ
ไดว้า่ [ ( )] 1E w X   (เม่ือก าหนด ( )g x x ) 
 

งานวจิัยทีเ่กีย่วข้อง 
 ในการศึกษาน้ีจะศึกษาเก่ียวกบัการประมาณฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่ม 
ท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบดว้ยฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มทวนิาม ซ่ึงมีงานวจิยั 
ท่ีเก่ียวขอ้ง ดงัน้ี  
 Wongkasem et al. (2008) ไดใ้ชว้ธีิของสไตน์ส าหรับการแจกแจงทวนิามและฟังกช์นั w  
ท่ีสัมพนัธ์กบัตวัแปรสุ่มทวนิามทัว่ไปในการหาขอบเขตเอกรูปของการประมาณการแจกแจง 
ทวนิามทัว่ไปดว้ยการแจกแจงทวนิามดงัน้ี 

 

1 1
( 1) ( )

( , ) 1
( 1)( )

n n

TV
A B n n

d GB B
A B A B n A B

 



      
      

         

                 (2.6) 

 

โดยท่ี 
{0,..., }

( , ) sup ( ) ( )TV
E n

d GB B P GB E P B E


     คือ ระยะทางของความแตกต่างรวม  

(Total variation distance) ระหวา่งการแจกแจงทวนิามทัว่ไป (การแจกแจงของตวัแปรสุ่ม GB) ท่ีมี
พารามิเตอร์ , ,A B n  และ   และการแจกแจงทวนิามท่ีมีพารามิเตอร์ n  และ A

A B
 

 Prukpousana and Teerapabolarn (2010) ไดใ้ชว้ธีิของสไตน์ส าหรับการแจกแจงทวินาม
และฟังกช์นั w  ท่ีสัมพนัธ์กบัตวัแปรสุ่มเรขาคณิตไฮเพอร์เชิงลบ ในการหาขอบเขตเอกรูปส าหรับ
การประมาณการแจกแจงเรขาคณิตไฮเพอร์เชิงลบดว้ยการแจกแจงทวินามดงัน้ี 
 

1 1
1 ( 1)

( , ) 1
1 1 ( 1)( 2)

S S

TV
r R r S S

d NH B
R R S R

       
              

                 (2.7) 

 

โดยท่ี NH  คือ ตวัแปรสุ่มเรขาคณิตไฮเพอร์เชิงลบท่ีมีพารามิเตอร์ ,R S  และ r  
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 Teerapabolarn (2011) ไดใ้ชว้ธีิของสไตน์ส าหรับการแจกแจงทวนิามและฟังกช์นั w  ท่ี
สัมพนัธ์กบัตวัแปรทวนิามทัว่ไป ในการหาขอบเขตไม่เอกรูปส าหรับการประมาณแบบจุดของการ
แจกแจงทวินามทัว่ไปดว้ยการแจกแจงทวนิามดงัน้ี 
 

              
0

0

1

0

1 1

0

( 1) | |
                                            , 0

( )

(1 ) | |
( , )                                                 , 1

( 1) | | (1 ) 1
min ,

1

n

n

x

n n n

np q B
x

A B A

q qn
d GB B x

A B

n n p p p q

A B x n















 

 


 


 

 

    


  
0 , {2,..., }x n











 
 

      (2.8) 

 

โดยท่ี 
0 0 0( , ) ( ) ( )x GB Bd GB B p x p x   คือ เมตริกแบบจุดระหวา่งการแจกแจงทวนิามทัว่ไปท่ีมี

พารามิเตอร์ , ,A B n  และ   และการแจกแจงทวนิามท่ีมีพารามิเตอร์ n  และ A

A B
 

 Teerapabolarn and Wongkasem (2011) ไดใ้ชว้ธีิของสไตน์และฟังกช์นั w  หาขอบเขต 
ไม่เอกรูปบนเมตริกแบบจุดระหวา่งการแจกแจงของตวัแปรสุ่ม X  และการแจกแจงทวนิาม ดงัท่ีได้
แสดงในอสมการ (1.2) ถึง (1.5) 
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บทที ่3 
วธีิด าเนินการวจิยั 

 
ส าหรับวธีิด าเนินการวิจยันั้น สามารถแบ่งการด าเนินการออกเป็น 3 ขั้นตอน ดงัน้ี 

 3.1 ศึกษาเอกสารและงานวจิยัท่ีเก่ียวขอ้งกบัการประมาณการแจกแจงทวนิาม โดยเฉพาะ
การประมาณการแจกแจงทวินามดว้ยวธีิของสไตน์และฟังกช์นั w  จากงานวจิยัของ Teerapabolarn 
and Wongkasem (2011) เพือ่น ามาสร้างบทตั้งต่าง ๆ ท่ีจ  าเป็นส าหรับการสร้างและพิสูจน์ผลลพัธ์
ของการวิจยัดงัต่อไปน้ี  
 สมการของสไตน์ส าหรับการแจกแจงทวินามท่ีมีพารามิเตอร์ n  และ 0 1p   (เม่ือ
ก าหนดฟังกช์นั h ) ซ่ึง Barbour et al. (1992) ไดป้รับเป็นดงัน้ี 

 

,( ) ( ) ( ) ( 1) ( )n ph x h n x pg x qxg x                                                 (3.1) 
 

โดยท่ี ,
0

( ) ( )
n

k n k
n p

k

n
h h k p q

k





 
  

 
  และ g  และ h  เป็นฟังกช์นัค่าจริงท่ีมีขอบเขตนิยามบนเซต 

{0,..., }n   
ส าหรับ {0,..., }E n  ให ้ :{0,..., }Eh n   เป็นฟังกช์นัท่ีก าหนดโดย 

 

1 ,
( )

0 ,
E

x E
h x

x E


 


                                                              (3.2) 

 

และจาก Barbour et al. (1992) ท่ีก าหนดให ้ : {0}Eg    เป็นฟังกช์นัท่ีสอดคลอ้งกบัสมการ 
(3.1) โดยท่ี (0) (1)E Eg g  และ ( ) ( )E Eg x g n  ส าหรับทุก x n  ดงันั้น ผลเฉลย Eg  ของ
สมการ (3.1) คือ 

 

 1 1, , ,

1

( ) ( ) ( )
( ) x xn p E C n p E n p C

E
x n x

h h h
g x

n
x p q

x

 

 




 
 
 

                                       (3.3) 

โดยท่ี1 x n   และ {0,..., }xC x  
  เม่ือ 0{ }E x  ส าหรับ 0 {0,..., }x n  และให ้

0 0{ }x xh h  จะสามารถเขียนผลเฉลย 

0 0{ }x xg g  ของสมการ (3.3) ไดด้งัน้ี 
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0 1

0

0 1

, ,
0

1

, ,
0

1

( ) ( )
, 1

( )
( ) (1 )

,

x

x

n p x n p C

x n x

x
n p x n p C

x n x

h h
x x

n
x p q

x
g x

h h
x x n

n
x p q

x





 

 


 

 
   

 


   
  
  

                                               (3.4) 

เม่ือ 
0xE C ส าหรับ 0 {0,..., }x n  จะไดผ้ลเฉลย 

0x
Cg  ของสมการ (3.3) ไดด้งัน้ี 

1 0

0
10

, ,

0
1

, ,

0
1

( ) (1 )
, 1

( )
( ) (1 )

,

x x

x

x x

n p C n p C

x n x

C
n p C n p C

x n x

h h
x x

n
x p q

x
g x

h h
x x n

n
x p q

x





 

 


  

 
 

  
 


 

 
   

                                             (3.5) 

 ให ้
0 0 0

( ) ( 1) ( )x x xg x g x g x     และ 
0 0 0

( ) ( 1) ( )
x x xC C Cg x g x g x     จะเห็นไดว้า่ 

0
( ) 0xg x   และ 

0
( ) 0

xCg x   เม่ือ 0,x n  ดงันั้น ส าหรับ  1,..., 1x n   โดยสมการ (3.4) จะ

ไดว้า่  

                

0 0 1

0 0 1
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, , , ,
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1 1
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1 1
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( ) ( ) ( ) ( )
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1
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x x

x x
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x n x x n x
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h h h h
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x p q x p q
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h h h h
g x x x
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x p q x p q

x x

h h
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1 1

) ( ) (1 )
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( 1)
1

xn p x n p C

x n x x n x

h h
x x

n n
x p q x p q

x x



   















 

            

           (3.6) 

                              

0 1

0 1

0 1

, , ,
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, , ,
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, , ,

( ) ( ) ( )
,  

( )

( ) (1 ) ( )
,  
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( ) (1 ) (1 )
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x x

x x

x x

n p x n p C n p C

x n x

n p x n p C n p C

x n x

n p x n p C n p C

x n x

h h h
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n n x p xq
p q
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h h h
x x

n n x p xq
p q
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n n x p xq
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0,  x x




















             (3.7) 
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0 0

0 0

1

0 0 0
0

1

0 1 0

,  
( )

,  
( )

x x
k n k k n kx n x

k k

x n x

n x
k n k k n kx n x

k x k

x n x

n nn
p q p qp q

k kx
x x

n n x p xq
p q

x

n nn
p q p qp q

k kx

n n x p xq
p q

x


 

 




 

  



     
     

     
   

 
  
    

     
     

     
  

 
  
    

 

 

0 0

0

0 1
0,  

( )

n n
k n k k n kx n x

k x k x

x n x

x x

n nn
p q p qp q

k kx
x x

n n x p xq
p q

x

 

  


















                     

         

 

         (3.8) 

 

และโดยสมการ (3.5) จะไดว้า่ 
 

             

10 0

0
10 0

, , , ,

0
1 1

, , , ,

0
1 1

(1 ) ( ) (1 ) ( )
,  

( 1)
1

( )
( ) (1 ) ( ) (1 )

,  

( 1)
1

x x x x

x

x x x x

n p C n p C n p C n p C

x n x x n x

C
n p C n p C n p C n p C

x n x x n x

h h h h
x x

n n
x p q x p q

x x
g x

h h h h
x x

n n
x p q x p q

x x





   

   

 
  

   
         

  
 

 
   

    
   




         (3.9) 

 

   

0 1

0 1

, , ,
0

, , ,
0

(1 ) ( ) ( )
,  

( )

( ) (1 ) (1 )
,  

( )

x x x

x x x

n p C n p C n p C

x n x

n p C n p C n p C

x n x

h h h
x x

n n x p xq
p q

x

h h h
x x

n n x p xq
p q

x









  
   

    
 

  
 

  
  

    
  

         (3.10) 

 

     

0

0

1

1 0 0
0

0 1

,  
( )

( )

n x x
j n j k n k k n k

j x k k

x n x

x n n
j n j k n k k n k

j k x k x

x n x

n n n
p q p q p q

j k k
x x

n n x p xq
p q

x

n n n
p q p q p q

j k k

n n x p xq
p q
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0,  x x



















     (3.11) 
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 ต่อไปจะสร้างบทตั้งต่าง ๆ ท่ีแสดงสมบติัท่ีส าคญัของฟังก์ชนั 
0x

Cg  และ 
0x

Cg  

เพื่อท่ีจะน าไปใชใ้นการพิสูจน์ทฤษฎีบทท่ีตอ้งการ  
 

บทตั้ง 3.1 ให ้ 0, {1,..., }x x n  แลว้จะไดว้า่อสมการต่อไปน้ีเป็นจริง 
 

0

0

0

0 ,  
( )

0 ,  
x

x x
g x

x x

 
 

 
                                                               (3.12) 

 

และ 
 

 
0

0

0

0 ,  1 x
( )

0 ,  <xxC

x
g x

x n

  
 

 
                                                         (3.13) 

 

พสูิจน์ เร่ิมตน้จะแสดงวา่อสมการ (3.12) เป็นจริงดงัน้ี  จากสมการ (3.8) เม่ือ 0x x  จะไดว้า่  
 

0
( ) 0xg x                                                                  (3.14) 

 

 ต่อไปจะแสดงวา่ 
0

( ) 0xg x   เม่ือ 0x x      
 เม่ือ 01 x x   และจากสมการ (3.8) จะไดว้า่ 
 

 
0

( )xg x  
0 0

1

0 0 0

( )

x x
k n k k n kx n x

k k

x n x

n nn
p q p qp q

k kx

n n x p xq
p q

x


 

 



     
     

     
   

 
  
    

 
 

 

       
0 0

1
0 1 1

1 1 0 0

( )

( )

x n x
x x

k n k k n k

x n x k k

n
p q

x n n
p q n x p q

n k k
x p q n x

x




   

    

 
       

       
        
 

   

 

ให ้
1

1 1
1

0 0

( ) ( )
x x

k n k k n k

k k

n n
x p q n x p q

k k



   

 

   
      

   
   จะไดว้า่ 

 

 1( )x  
1

1 1 1 ( 1)

0 0

1 1( 1) ( 1)( )

11 1

x x
k n k k n k

k k

n nx n k k n x
p q p q

k kn n


     

 

       
     

    
   

 

   1 1

0 0

1 1( 1) ( )

1 1

x x
k n k k n k

k k

n nx n k k n x
p q p q
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1
8

6
6

0
3

5
8

2



 

B
U
U
 
i
T
h
e
s
i
s
 
5
9
9
1
0
0
1
3
 
t
h
e
s
i
s
 
/
 
r
e
c
v
:
 
2
2
0
5
2
5
6
1
 
2
2
:
3
3
:
2
2
 
/
 
s
e
q
:
 
5
9

 12 

    

1

0

1

( 1)
1

k n k
x

k

n
p q

k
x n kn

n

 



 
 
 

    


  
 

   0  
 
ซ่ึงจะไดว้า่ 

0
( ) 0xg x                                                                   (3.15) 

 

 เม่ือ 0x x n   และจากสมการ (3.8) จะไดว้า่ 
 

              
0 0

0

0 1( )
( )

n n
k n k k n kx n x

k x k x
x

x n x

n nn
p q p qp q

k kx
g x

n n x p xq
p q
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0 0

0 1 1

1 1 1
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p q
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x p q n x p q

n k k
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ให ้ 1 1
2

1

( ) ( )
n n

k n k k n k

k x k x

n n
x x p q n x p q

k k
    

  

   
     

   
   จะไดว้า่ 

 

 1 1 1 ( 1)
2

1

1 1( 1) ( 1)( )
( )

11 1

n n
k n k k n k

k x k x

n nx n k k n x
x p q p q

k kn n
      

  

       
    

    
   

 

   
1 1

1 1

1 1

1 1( 1) ( )

1 1

n n
k n k k n k

k x k x

n nx n k k n x
p q p q

k kn n
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1

( 1)
1

k n k
n

k x

n
p q

k
x n kn
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   0  
 

ซ่ึงจะไดว้า่ 
 

0
( ) 0xg x                                                                    (3.16) 
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และจากอสมการ (3.15) และ (3.16) เม่ือ 0x x  จะไดว้า่  
 

0
( ) 0xg x                                                                    (3.17) 

 

ดงันั้นโดยการพิสูจน์ทั้งสองกรณี (อสมการ (3.14) และ (3.17)) จะไดว้า่ อสมการ (3.12) เป็นจริง                 
 ต่อไปจะแสดงวา่ (3.13) เป็นจริงดงัน้ี เม่ือ 01 x x   โดยใชส้มการ (3.11) จะไดว้า่ 
 

               
0

( )
xCg x  0

1
1 1 1

1 1 0 0
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x p q n x

x

  

 

   

   
      

  
 

 
 



  

 

        0    (โดยอสมการ (3.15)) 
ซ่ึงจะไดว้า่ 

0
( ) 0

xCg x                                                                    (3.18) 
 

 เม่ือ 0x x n   และจากสมการ (3.11) จะไดว้า่ 
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   0     (โดยอสมการ (3.16)) 
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ซ่ึงจะไดว้า่ 

0
( ) 0

xCg x                                                                    (3.19) 
 

ดงันั้นโดยการพิสูจน์ทั้งสองกรณี (อสมการ (3.18) และ (3.19)) จะไดว้า่อสมการ (3.13) เป็นจริง    
 
บทตั้ง 3.2  

0x
Cg  เป็นฟังกช์นัเพิ่มส าหรับ 0{1,..., }x x   

พสูิจน์ ให ้
0 0 0

2 ( ) ( 1) ( )
x x xC C Cg x g x g x      จะแสดงวา่ 

0

2 ( ) 0
xCg x   ส าหรับ 

0{1,..., 1}x x   จากสมการ (3.11) จะไดว้า่ 
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n
j n j

x
j x k n k

x n x k

n
p q

j n x n kn
p q

n k n x
p q n x n

x

n
p q

j n x n kn
p q

n k x
p q n x n

x
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0

1
1 1

2 0

1 1 ( 1)

0

1 ( 1)( 1)

1
( )( 1)

1 1 ( 1)
  

1 1

n
j n j

x
j x k n k

x n x k

x
k n k

k

n
p q

j n x n kn
p q

n k n x
p q n x n

x

n k x n kn
p q

k n k x




   

  

   



 
 

        
            
 

      
          







 

 

    
0

1
1 1

2 0

1
1

0

1 ( 1)( 1)

1
( )( 1)

1 ( 1) ( 1)
  

2

n
j n j

x
j x k n k

x n x k

x
k n k

k

n
p q

j n x n kn
p q

n k n x
p q n x n

x

n k x n k n
p q

k n k x




   

  


 



 
 

        
            
 

      
         







 

 

      
0

1
1 1

2 0

1 ( 1) 1

1
( )( 1)

( 1)
  

2

n
j n j

x
j x k n k

x n x k

n
p q

j n x n kn n
p q

n k n x
p q n x n

x

x n kn n k

n k x




   

  

 
 
         

         
  

 

    
     




 

    0  
 

ดงันั้น 
0

( )
xCg x  เป็นฟังกช์นัเพิ่มส าหรับ 0{1,..., }x x                      

 

บทตั้ง 3.3  ให ้ 0, {1,..., }x x n  แลว้จะไดว้า่อสมการต่อไปน้ีเป็นจริง 
 

0 0
0( ) ( 1)

x xC Cg x g x                                                            (3.20) 
 

พสูิจน์ จากบทตั้ง 3.1 (อสมการ 3.13) จะไดว้า่ 
0x

Cg เป็นฟังกช์นัเพิ่มส าหรับ 0{1,..., }x x  และเป็น

ฟังกช์นัลดส าหรับ 0{ 1,..., }x x n   ดงันั้นจะได ้
0 0

0( ) ( )
x xC Cg x g x  ส าหรับ 0{1,..., }x x  และ 

0 0
0( ) ( 1)

x xC Cg x g x   ส าหรับ 0{ 1,..., }x x n   เน่ืองจาก 

          
0 0

0 0( 1) ( )
x xC Cg x g x  0 10 0 0

0 0 0 0

, , , ,

1 1 1
0 0

0 0

( ) (1 ) (1 ) (1 )

( 1)
1

x x x xn p C n p C n p C n p C

x n x x n x

h h h h

n n
x p q x p q

x x



    

  
 

   
    

   

 

      10 0 0

0 0

, ,,

0 0

0

( ) ( )(1 )

( )

x xx
n p C n p Cn p C

x n x

h hh

n n x p x q
p q

x
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โดยใชก้ารพิสูจน์ของอสมการ (3.18) จะไดว้า่ 10 0 0

0 0

, ,,

0 0

0

( ) (1 )(1 )
0

( )

x xx
n p C n p Cn p C

x n x

h hh

n n x p x q
p q

x





 
  
  
  

 

 

นัน่คือ 
0 0

0 0( 1) ( ) 0
x xC Cg x g x    หรือ 

0 0
0( ) ( 1)

x xC Cg x g x   ส าหรับทุกค่าของ x  เม่ือ 

{1,..., }x n  ดงันั้นจะไดอ้สมการ (3.20) เป็นจริง                      
 
บทตั้ง 3.4 ให ้ 0, {1,..., }x x n  แลว้จะไดว้า่ 

 1.   0
1

1
sup ( )

n

C
x

q
g x

np


                (3.21) 

 2. 
0 2

1

1
sup ( )

( 1)

n

C
x

np q
g x

n np

 
 


                          (3.22) 

 3.  
0

0
1

sup ( ) ( )
xC

x

g x x


                            (3.23) 
 

โดยท่ี 

 
 

 

0 0
0

0 0
0

0 0
0

0 0

( 1) 1 ( )
,  ( 1)

( ) ( 1)
( )

( 2) ( )
,  ( 1)

( 1) 2 ( 1)

n x P B x
x n p

n x n p x
x

x P B x
x n p

x x n p



    
 

  
 

   
    

 และ 
0

0
0

( ) ( )

x

B
k

P B x p k



      

 

 4. 
0

1 1

01

1 1
sup ( ) min ,

( 1)x

n n n

C
x

p p q
g x

x q n pq

 



    
   

  

             (3.24) 

 

พสูิจน์ 1. จากสมการ (3.4) จะไดว้า่ 0 1

0

, ,

1

( ) (1 )
( )  xn p x n p c

x
x n x

h h
g x

n
x p q

x



 




 
 
 

 เม่ือ 0x x  ดงันั้นจะได้

วา่ 1 1, 0 , ,
0

1 1

( ) (1 ) (1 )
( )  =x x

n
n p n p c n p c

x n x x n x

h h q h
g x

n n
x p q x p q

x x

 

   

 


   
   
   

 ต่อไปจะแสดงวา่ 0 0( 1) ( ) 0g x g x          

            0 0( 1) ( )g x g x  1, ,

1 1

(1 ) (1 )

( 1)
1

x x

n n
n p c n p c

x n x x n x

q h q h

n n
x p q x p q

x x



   

 
 

   
    

   

 

        1, ,(1 ) (1 )

( )

x x
n

n p c n p c

x n x

h hq

n n x p xq
p q

x





  
  

    
 
 

 

      2 ( )
n

x n x

q
x

n
p q

x





 
 
 

 

      0  (โดย 2( ) 0x  )              (3.25) 
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และท าให ้ 0 0( 1) ( ) 0g x g x    หรือ 0 0( 1) ( )g x g x   นัน่คือ 0 0 0( ) (2) (1)g x g g    ดงันั้น  
 

                 0 0( ) (1)g x g  
 

      0, 0 ,( ) (1 )
 

1

n p n p c

n

h h

n
pq




 
 
 

 

      (1 )
 

n n

n

q q

npq


  

      (1 )
 

nq

np


  

ซ่ึงจะไดอ้สมการ (3.21)     
 2. ดูรายละเอียดของการพิสูจน์ไดใ้น Teerapabolarn (2011) 
 3.  จะแสดงวา่  

0
0

1

sup ( ) ( )
xC

x

g x x


  นัน่คือ จะตอ้งแสดงวา่ 
0

0( ) ( )
xCg x x  ส าหรับ

ทุกค่า {1,..., }x n  โดยบทตั้ง 3.3 ส าหรับทุก 0 , {1,..., }x x n จะไดว้า่ 
       

0 0
0( ) ( 1)

x xC Cg x g x    

      0 0

0 0

, ,

1
0

0

( ) (1 )

( 1)
1

x xn p C n p C

x n x

h h

n
x p q

x

 




 
  

 

    

              

       

0 0

0 0

1
0

0

( ) 1 ( )

( 1)
1

x n x

P B x P B x

n
x p q

x

 

  


 
  

 

             (3.26) 

 

Barbour et al. (1992) ไดแ้สดงวา่  
0 0

0
0

0
0

( 1)

( )
( 1)

x n xn
p n x p q

x
P B x

n p x

 
   

 
 

 
                                           (3.27) 

 

 เม่ือ 0 ( 1)x n p   และเม่ือ 0 1x np q    จะไดว้า่ 
 

0 01 ( 1)
0

0
0

0

( 2)
1

1 ( )
2 ( 1)

x n xn
x q p q

x
P B x

x n p

   
  

 
  

  
                                    (3.28) 

 
โดยอสมการ (3.26) ถึง (3.28) จะได ้
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0

( )
xCg x

 

0 0

0 0

0
0

0
0

1
0

0

( 1)

1 ( )
( 1)

( 1)
1

x n x

x n x

n
p n x p q

x
P B x

n p x

n
x p q

x



 

 
   

   
 


 

  
 

 

 

       
 

0 0

0 0

( 1) 1 ( )

( ) ( 1)

n x P B x

n x n p x

   


  
             (3.29) 

 

เม่ือ 0 ( 1)x n p   และจะได ้
 

           
0

( )
xCg x

0 0

0 0

1 ( 1)
0

0
0

0

1
0

0

( 2)
1

( )
2 ( 1)

( 1)
1

x n x

x n x

n
x q p q

x
P B x

x n p

n
x p q

x

  

 

 
  

 
  


 

  
 

 

 

       
 

0 0

0 0

( 2) ( )

( 1) 2 ( 1)

x P B x

x x n p

 


   
             (3.30) 

 

เม่ือ 0 ( 1)x n p   (เพราะวา่ ( 1) 1n p np q    ) ดงันั้น จากอสมการ (3.29) และ (3.30) ท าใหไ้ด้
วา่  
 

 
0

0
1

sup ( ) ( )
xC

x

g x x


  
 

โดยท่ี  
 
 

 

0 0
0

0 0
0

0 0
0

0 0

( 1) 1 ( )
,  ( 1)

( ) ( 1)
( )

( 2) ( )
,  ( 1)

( 1) 2 ( 1)

n x P B x
x n p

n x n p x
x

x P B x
x n p

x x n p



    
 

  
 

   
    

 

 

ซ่ึงท าใหไ้ดอ้สมการ (3.23) ตามตอ้งการ  
4. Teerapabolarn and Wongkasem (2011) ไดแ้สดงวา่  

 

0

1 1

0
0

1 1
( ) min ,

( 1)

n n n

x
p p q

g x
x q n pq

     
   

  

                                          (3.31) 

 

ในท านองเดียวกนัจากอสมการ (3.12) จะไดว้า่  
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1 11 1
( ) min ,

( 1)

n n n

x
p p q

g x
xq n pq

     
   

  

                                            (3.32) 

 

ต่อไปจะแสดงวา่ 
0

1 1

01

1 1
sup ( ) min ,

( 1)x

n n n

C
x

p p q
g x

x q n pq

 



    
   

  

 นัน่คือ จะตอ้งแสดงวา่  

 

0

1 1

0

1 1
( ) min ,

( 1)x

n n n

C
p p q

g x
x q n pq

     
   

  

 ส าหรับทุก {1,..., }x n  ซ่ึงจะแบ่งการพิสูจน์ออกเป็น 

2 กรณีดงัน้ี 
 1. กรณีท่ี 01 x x   

  0   
0

( )
xCg x    (โดยอสมการ (3.13)) 

0
0( )

xCg x    (โดยบทตั้ง 2.2) 
0

0
0

( )

x

k
k

g x



   

00 0 1 0 0( ) ( ) ( )xg x g x g x        

0 0( )xg x   (โดยอสมการ (3.25) และ (3.12)) 
1 1

0

1 1
min ,

( 1)

n n np p q

x q n pq

     
  

  

  (โดยอสมการ (3.31)) 

และจะไดว้า่  

          
0

1 1

0

1 1
( ) min ,

( 1)x

n n n

C
p p q

g x
x q n pq

     
   

  

                                          (3.33) 

 

 2. กรณีท่ี 0x x n   
                       0  

0
( )

xCg x   (โดยอสมการ (3.13)) 
0

0

( )

x

k
k

g x



    

00 1( ) ( ) ( )xg x g x g x      
0 0

0

0 1 1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

  ( ) ( )

x x x

x x

g x g x g x g x g x

g x g x





           

    

0 1
0

( ) ( ) ( )
x

k x x
k

g x g x g x


         

0 1( ) ( ) ( )
xC x xg x g x g x        

( )xg x   (โดยอสมการ (3.13) และ (3.12)) 
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1 11 1
min ,

( 1)

n n np p q

xq n pq

     
  

  

  (โดยอสมการ (3.32)) 

1 1

0

1 1
min ,

( 1)

n n np p q

x q n pq

     
  

  

 

และจะไดว้า่  
 

          
0

1 1

0

1 1
( ) min ,

( 1)x

n n n

C
p p q

g x
x q n pq

     
   

  

                                         (3.34) 

 

ดงันั้น จากการอสมการ (3.33) และ (3.34) จะไดว้า่ 
0

1 1

0

1 1
( ) min ,

( 1)x

n n n

C
p p q

g x
x q n pq

     
   

  

  

 

ส าหรับทุก {1,..., }x n  ซ่ึงจะไดอ้สมการ (3.24) ตามท่ีตอ้งการ                     
 3.2 ด าเนินการหาขอบเขตไม่เอกรูปส าหรับระยะทางของคอลโมโกรอฟระหวา่งฟังกช์นั
การแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบและฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของ 
ตวัแปรสุ่มทวนิามโดยใชว้ธีิของสไตน์และฟังกช์นั w  
 3.3 น าผลลพัธ์ท่ีไดไ้ปใชใ้นการประมาณฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่ม 
ไม่ต่อเน่ืองส่ีการแจกแจง คือ การแจกแจงเรขาคณิตไฮเพอร์ (Hypergeometric distribution)  
การแจกแจงเรขาคณิตไฮเพอร์เชิงลบ การแจกแจงโพลยา (Pólya distribution) และการแจกแจง 
ทวนิามบีตา้ (Beta binomial distribution) 
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บทที ่4 
ผลการวจิยั 

 
ผลการวจิยัท่ีตอ้งการคือ ผลลพัธ์ของการประมาณการแจกแจงของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่า

จ  านวนเตม็ไม่เป็นลบดว้ยการแจกแจงทวนิามท่ีอยูใ่นรูปของขอบเขตไม่เอกรูปส าหรับระยะทาง
ของคอลโมโกรอฟระหวา่งฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบ
และฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มทวนิาม 
 
ทฤษฏีบท 4.1 ให ้ X  แทนตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบดงัท่ีนิยามแลว้ขา้งตน้ และ ( )w X  
เป็นฟังกช์นั w ท่ีสัมพนัธ์กบัตวัแปรสุ่ม X  แลว้จะไดผ้ลลพัธ์ดงัต่อไปน้ี 

(1). กรณีท่ี 0 0x   จะไดว้า่ 
 

0

2

2

1 1
( , ) ( ) ( )

( 1)

n n

K
np q q

d X B E n X p w X np
npn np

 
  

    


                 (4.1) 
 

และถา้ np   แลว้  
 

0

2

2

1
( , ) ( ) ( )

( 1)

n

K
np q

d X B E n X p w X
n np


 

  


                          (4.2) 
 

(2). กรณีท่ี 0 {1,..., }x n  
 

0

1 1
2

0
0

1 1
( , ) min , ( ) ( ) ( )

( 1)x

n n n

K
p p q

d X B E n X p w X x np
x q n pq

  
     

     
  

         (4.3) 

 

และถา้ np   แลว้ 
 

0

1 1
2

0

1 1
( , ) min , ( ) ( )

( 1)x

n n n

K
p p q

d X B E n X p w X
x q n pq


     

   
  

                  (4.4) 

 

โดยท่ี 0( )x ไดนิ้ยามไวใ้นอสมการ (3.23) 
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พสูิจน์ จากสมการ (3.1) เม่ือแทน h  ดว้ย 
0x

Ch  และแทน x  ดว้ยตวัแปรสุ่ม X  แลว้หาค่าคาดหมาย

ตลอดสมการจะได ้
                       

0 0
,( ) ( )

x xC n p CE h X h 
  

  ( ) ( 1) ( )E n X pg X qXg X     
 

หรือ                     0 0( ) ( )P X x P B x     ( ) ( 1) ( )E n X pg X qXg X     
 

หรือ                 
0

( , )
xKd X B   ( ) ( 1) ( )E n X pg X qXg X     

 

โดยท่ี 
0x

Cg g  ไดนิ้ยามไวใ้นสมการ (3.5) ต่อไปแสดงการหาขอบเขตไม่เอกรูปส าหรับ 

0
( , )

xKd X B  ดงัน้ี 
 

0
( , )

xKd X B  [ ( 1)] [ ( 1)] [ ( )]E npg X E pXg X E qXg X      

[ ( 1)] [ ( 1)] [ ( )]npE g X pE Xg X qE Xg X      
[ ( 1)] [ ( 1)] [ ( )] [ ( )]npE g X pE Xg X E Xg X pE Xg X       (โดย 1q p  ) 

 [ ( 1)] [ ( 1)] [ ( )] [ ( )]npE g X pE Xg X pE Xg X E Xg X       
 [ ( 1)] [ ( ( 1) ( ))] [ ( )]npE g X pE X g X g X E Xg X       

[ ( 1)] [ ( )] [ ( )]npE g X pE X g X E Xg X      
[ ( 1)] [ ( )] [( ) ( )]npE g X pE X g X E X g X         
[ ( 1)] [ ( )] [( ) ( ) ( )]npE g X pE X g X E X g X g X         
[ ( 1)] [ ( )] [( ) ( )] [ ( )]npE g X pE X g X E X g X E g X         
[ ( 1)] [ ( )] [( ) ( )] [ ( )] [ ( )]

  [ ( )]

npE g X pE X g X E X g X E g X npE g X

npE g X

        


 

[ ( 1) ( )] [ ( )] [( ) ( )] [ ( )]

  [ ( )]

npE g X g X pE X g X E X g X E g X

npE g X

        


 

[ ( )] [ ( )] [( ) ( )] ( ) [ ( )]npE g X pE X g X E X g X np E g X          
 

เน่ืองจาก 
1 1

( ) ( ) sup | ( ) | | ( ) | sup | ( ) |
x x

E w X g X g x E w X g x
 

        ดงันั้นโดยอสมการ (2.5) จะได้

วา่  
       

0
( , )

xKd X B  2[ ( )] [ ( )] [ ( ) ( )] ( ) [ ( )]npE g X pE X g X E w X g X np E g X          

 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( )]E np g X pX g X w X g X np E g X         
 

 

 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( )]E np g X pX g X w X g X np E g X         
 

 

 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )E np g X pX g X w X g X np E g X         
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  2( ) ( ) ( ) ( )E n X p w X g X np E g X        
 

เม่ือ 0 0x   โดยใชบ้ทตั้ง 3.4 (อสมการ (3.21) และ (3.22)) จะไดว้า่ 
         

0
( , )Kd X B   2

1 1

sup | ( ) | ( ) ( ) sup ( )
x x

g x E n X p w X g x np 
 

       
 

 2

2

1 1
( ) ( )

( 1)

n nnp q q
E n X p w X np

npn np
 

  
    


              (4.5) 

 

เม่ือ 0 {1,..., }x n  โดยใชบ้ทตั้ง 3.4 (อสมการ (3.23) และ (3.24)) จะไดว้า่  
 

       
0

( , )
xKd X B   2

1 1

sup | ( ) | ( ) ( ) sup ( )
x x

g x E n X p w X g x np 
 

       
 

 
1 1

2
0

0

1 1
min , ( ) ( ) ( )

( 1)

n n np p q
E n X p w X x np

x q n pq
  

     
     

  

       (4.6) 

 

ดงันั้นจากอสมการ (4.5) และ (4.6) จะไดท้ฤษฎีบท 4.1 ตามตอ้งการ                    

 

บทแทรก 4.1 ถา้ 2( ) ( ) 0n x p w x    ส าหรับทุก xX  หรือ 2( ) ( ) 0n x p w x    ส าหรับ
ทุก xX  แลว้จะไดว้า่ 

(1). กรณีท่ี 0 0x   จะไดว้า่ 
 

0

2

2

1 1
( , ) ( )

( 1)

n n

K
np q q

d X B n p np
npn np

  
  

    


                        (4.7) 
 

และถา้ np   แลว้  
 

0

2

2

1
( , )

( 1)

n

K
np q

d X B q
n np

 
 

 


                                     (4.8) 
 

(2). กรณีท่ี 0 {1,..., }x n  
 

0

1 1
2

0
0

1 1
( , ) min , ( ) ( )

( 1)x

n n n

K
p p q

d X B n p x np
x q n pq

   
     

     
  

       (4.9) 
 

และถา้ np   แลว้ 
 

0

1 1
2

0

1 1
( , ) min ,

( 1)x

n n n

K
p p q

d X B q
x q n pq

 
     

  
  

                       (4.10) 
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พสูิจน์  ให ้ 2( ) ( ) 0n x p w x    ส าหรับทุก xX  แลว้จะไดว้า่ 
  2( ) ( )E n X p w X   2( ) ( )E n X p w X   

 
 

  2( ) ( )E n X p E w X   
 

 

 2( ) ( )E np Xp E w X     
2( ) ( )E np pE X     (โดย  ( ) 1E w X   ) 

2np p     (โดย ( )E X  ) 
2( )n p                 (4.11) 

  ให ้ 2( ) ( ) 0n x p w x    ส าหรับทุก xX  แลว้จะไดว้า่ 
  2( ) ( )E n X p w X   2 ( ) ( )E w X n X p   

 
 

 2 ( ) ( )E w X E n X p   
 

 

   2 ( ) ( )E w X E np Xp    
2 ( ) ( )E np pE X    
2 np p     
2 ( )n p                 (4.12) 

จากสมการ (4.11) และ (4.12) จะไดว้า่ 2 2( ) ( ) ( )E n X p w X n p        และถา้ np   

แลว้จะไดว้า่ 2 2( ) ( )E n X p w X q       ซ่ึงเม่ือแทนลงในทฤษฎีบท 4.1 จะไดผ้ลลพัธ์ดงัท่ี

ไดแ้สดงไวใ้นบทแทรก 4.1                                
 
หมายเหตุ พิจารณาทฤษฎีบท 4.1 กรณีท่ี np   ผลลพัธ์ท่ีอยูใ่นรูปของขอบเขตเอกรูปสามารถ
เขียนไดด้งัน้ี 
 

0

1 1
21

( , ) ( ) ( )
( 1)x

n n

K
p q

d X B E n X p w X
n pq


  

  


                      (4.13) 
 

ส าหรับทุก 0 {0,1,..., }x n  ซ่ึงผลลพัธ์ในทฤษฎีบท 4.1 จะดีกวา่ผลลพัธ์ในอสมการ (4.13) ก็ต่อเม่ือ   
 

     
1 1

2

1 1

( 1)( 1)

n n nnp q p q

n pqn np

    



 และ 

1 1

0

1 1

( 1)

n n np p q

x n p

   



  

 

และจากบทแทรก 1 (2) ในงานวจิยัของ Teerapabolarn (2011) จะไดว้า่ 
1 1

2

1 1 1

( 1)( 1)

n n n nnp q p p q

nq n pqn np

     
 


 ซ่ึงแสดงวา่อสมการแรกเป็นจริงเสมอ  และอสมการ  

1
8

6
6

0
3

5
8

2



 

B
U
U
 
i
T
h
e
s
i
s
 
5
9
9
1
0
0
1
3
 
t
h
e
s
i
s
 
/
 
r
e
c
v
:
 
2
2
0
5
2
5
6
1
 
2
2
:
3
3
:
2
2
 
/
 
s
e
q
:
 
5
9

 25 

1 1

0

1 1

( 1)

n n np p q

x n p

   



 ก็ต่อเม่ือ 0 1 1

( 1) (1 )

1

n

n n

n p p
x

p q 

 


 
 ดงันั้นผลลพัธ์ในทฤษฎีบท 4.1 จะดีกวา่

ผลลพัธ์ในอสมการ (4.13) ก็ต่อเม่ือ 0 1 1

( 1) (1 )

1

n

n n

n p p
x

p q 

 


 
 

 
การประยุกต์ใช้ผลการวจิัย 
 การประยกุตใ์ชผ้ลการวจิยัท่ีจะกล่าวถึงต่อไปน้ี เป็นการน าเสนอตวัอยา่งของการ
ประยกุตใ์ชผ้ลลพัธ์ของการประมาณทวนิามในทฤษฎีบท 4.1 และบทแทรก 4.1 เพื่อประมาณ
ฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มท่ีมีการแจกแจงส่ีการแจกแจง คือ การแจกแจงเรขาคณิต
ไฮเพอร์ การแจกแจงเรขาคณิตไฮเพอร์เชิงลบ การแจกแจงโพลยา และการแจกแจงทวินามบีตา้ 
 ตัวอย่าง 4.1 การแจกแจงเรขาคณติไฮเพอร์ 
 สมมุติวา่ถุงใบหน่ึงบรรจุลูกบอลสีขาว m  ลูก และลูกบอลสีด า N m  ลูก หยบิลูกบอล
อยา่งสุ่มข้ึนมาหน่ึงลูกแบบไม่ใส่กลบัคืนลงไปในถุง ท าซ ้าในลกัษณะน้ีจ านวน n  คร้ัง ให ้ X  แทน
จ านวนลูกบอลสีขาวท่ีหยบิไดจ้ากการสุ่มหยบิลูกบอล n  คร้ัง แลว้จะไดว้า่ X  เป็นตวัแปรสุ่ม
เรขาคณิตไฮเพอร์ท่ีมีพารามิเตอร์ ,  N m  และ n  และมีฟังกช์นัมวลความน่าจะเป็น ดงัน้ี 
 

( ) ,  0,1,...,min{ , }X

m N m

x n x
p x x n m

N

n

  
  

  
 

 
 
 

          (4.14) 

 

โดยมีค่าเฉล่ีย ( )
nm

E X
N

    และความแปรปรวน 2

2

( )( )
( )

( 1)

nm N n N m
Var X

N N


 
 


  

 จากสมการ (2.3) และ (2.4) จะไดว้า่ฟังกช์นั w  ท่ีสัมพนัธ์กบัตวัแปรสุ่มเรขาคณิต

ไฮเพอร์ คือ  
2

( )( )
( ) 0

n x m x
w x

N

 
    

ในกรณีท่ี min{ , }n m n  และให ้ m
p

N
  เม่ือแทนค่า m

p
N

  ลงในทฤษฎีบท 4.1 ซ่ึงจะ

ไดว้า่ 2 ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) 0

n x m n x m x n x x
n x p w x

N N N


   
        ส าหรับทุก 0 x n   ดงันั้น

โดยประยกุตใ์ชบ้ทแทรก 4.1 จะไดผ้ลลพัธ์ดงัต่อไปน้ี 
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บทแทรก 4.2 ถา้ min{ , }n m n   ให ้ m
p

N
  แลว้จะไดว้า่  

 

0

0

1 1

0
0

( 1)( )
, 0

( 1)
( , )

1 1 ( 1)
min , , 1

( 1) ( 1)

x

n

K n n n

np q N m
x

m N
d X B

p p q nm n
x n

x n p N N

 

   



 

     
      

                   (4.15) 

 

 จากอสมการ (4.15) จะสังเกตไดว้า่การประมาณฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของ 
ตวัแปรสุ่มเรขาคณิตไฮเพอร์ดว้ยฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มทวนิามจะมีผลการ
ประมาณท่ีดีเม่ือ N   มีค่ามากและ m  และ n  มีค่านอ้ย 

ตัวอย่างเชิงตัวเลข 

 ให ้ 15,m   10n   และ 60N   จะได ้ 0.25p   แลว้ผลลพัธ์เชิงตวัเลขในอสมการ 
(4.15) สามารถแสดงไดด้งัน้ี  

0

0

0

0
0

0.079135 , 0

( , ) 0.132818 , 1,2

0.381356
, 3,...,10

xK

x

d X B x

x
x


 


 

 


 

 ให ้ 15,m   10n   และ 120N   จะได ้ 0.125p   แลว้ผลลพัธ์เชิงตวัเลขใน
อสมการ (4.15) สามารถแสดงไดด้งัน้ี  

0

0

0

0
0

0.030181 , 0

( , ) 0.052928 , 1

0.094538
, 2,...,10

xK

x

d X B x

x
x


 


 

 


 

 ผลลพัธ์เชิงตวัเลขไดแ้สดงใหเ้ห็นวา่การประมาณฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของ 
ตวัแปรสุ่มเรขาคณิตไฮเพอร์ดว้ยฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มทวนิามจะมีผลการ
ประมาณท่ีเหมาะสมเม่ือ N  มีค่ามากและ m  และ n  มีค่านอ้ย ซ่ึงสอดคลอ้งกบัผลการประมาณ 
ในอสมการ (4.15) 

ในกรณีท่ี min{ , }n m m  และให ้ n
p

N
  เม่ือแทนค่า n  ด้วย m  และ n

p
N

  ลงใน 

ทฤษฎีบท 4.1 ซ่ึงจะไดว้า่ 2 ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) 0

m x n n x m x m x x
n x p w x

N N N


   
        ส าหรับ

ทุก 0 x m   ดงันั้นโดยประยกุตใ์ชบ้ทแทรก 4.1 จะไดผ้ลลพัธ์ดงัต่อไปน้ี 
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บทแทรก 4.3 ถา้ min{ , }n m n   ให ้ n
p

N
  แลว้จะไดว้า่  

 

0

0

1 1

0
0

( 1)( )
, 0

( 1)
( , )

1 1 ( 1)
min , , 1

( 1) ( 1)

x

m

K m m m

mp q N n
x

n N
d X B

p p q nm m
x m

x m p N N

 

   



 

     
      

                  (4.16) 

 

 จากอสมการ (4.16) จะสังเกตไดว้า่การประมาณฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของ 
ตวัแปรสุ่มเรขาคณิตไฮเพอร์ดว้ยฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มทวนิามจะมีผลการ
ประมาณท่ีดีเม่ือ N   มีค่ามากและ m  และ n  มีค่านอ้ยเช่นเดียวกนั 

ตัวอย่างเชิงตัวเลข 

 ให ้ 15,m   10n   และ 100N   จะได ้ 0.15p   แลว้ผลลพัธ์เชิงตวัเลขในอสมการ 
(4.16) สามารถแสดงไดด้งัน้ี  

0

0

0

0
0

0.121578 , 0

( , ) 0.081821 , 1,2

0.212121
, 3,...,15

xK

x

d X B x

x
x


 


 

 


 

 ให ้ 15,m   10n   และ 150N   จะได ้ 0.1p   แลว้ผลลพัธ์เชิงตวัเลขในอสมการ 
(4.16) สามารถแสดงไดด้งัน้ี  

0

0

0

0
0

0.066325 , 0

( , ) 0.047843 , 1

0.093960
, 2,...,15

xK

x

d X B x

x
x


 


 

 


 

 ผลลพัธ์เชิงตวัเลขไดแ้สดงใหเ้ห็นวา่การประมาณฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของ 
ตวัแปรสุ่มเรขาคณิตไฮเพอร์ดว้ยฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มทวนิามจะมีผลการ
ประมาณท่ีเหมาะสมเม่ือ N  มีค่ามากและ m  และ n  มีค่านอ้ย ซ่ึงสอดคลอ้งกบัผลการประมาณ 
ในอสมการ (4.16) 

  
 
 
 
 

1
8

6
6

0
3

5
8

2



 

B
U
U
 
i
T
h
e
s
i
s
 
5
9
9
1
0
0
1
3
 
t
h
e
s
i
s
 
/
 
r
e
c
v
:
 
2
2
0
5
2
5
6
1
 
2
2
:
3
3
:
2
2
 
/
 
s
e
q
:
 
5
9

 28 

 ตัวอย่าง 4.2 การแจกแจงเรขาคณติไฮเพอร์เชิงลบ 
สมมุติวา่ถุงใบหน่ึงบรรจุลูกบอลสีขาว n  ลูก และลูกบอลสีด า N n  ลูก หยบิลูกบอล

อยา่งสุ่มข้ึนมาหน่ึงลูกแบบไม่ใส่กลบัคืนในลงไปในถุง ท าซ ้ าในลกัษณะน้ีจนกระทัง่ไดลู้กบอลสี
ด าจ านวน m  ลูก ให ้ X  แทนจ านวนลูกบอลสีขาวท่ีหยบิไดก่้อนท่ีจะไดลู้กบอลสีด าลูกท่ี m  แลว้
จะไดว้า่ X  เป็นตวัแปรสุ่มเรขาคณิตไฮเพอร์เชิงลบท่ีมีพารามิเตอร์ ,  N n  และ m  และมีฟังกช์นั
มวลความน่าจะเป็น ดงัน้ี 

 

1

( ) ,  0,1,...,X

m x N m x

x n x
p x x n

N

n

     
  

  
 

 
 
 

    (4.17) 

 

โดยท่ี ( )
1

nm
E X

N n
  

 
 และ 2

2

( 1)( 1)
( )

( 1) ( 2)

nm N n m N
Var X

N n N n


   
 

   
 คือ ค่าเฉล่ียและค่า

ความแปรปรวนของ X  
จากสมการ (2.3) และ (2.4) จะไดว้า่ฟังกช์นั w  ท่ีสัมพนัธ์กบัตวัแปรสุ่มเรขาคณิต 

ไฮเพอร์เชิงลบ คือ 
2

( )( )
( ) 0

( 1)

m x n x
w x

N n 

 
 

 
 ให ้

1

m
p

N n


 
 และแทนค่า p  ลงในทฤษฎีบท 

4.1 ซ่ึงจะไดว้า่ 2 ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) 0

1 1 1

n x m m x n x n x x
n x p w x

N n N n N n


   
      

     
  ส าหรับทุก 

0 x n   ดงันั้นโดยประยกุตใ์ชบ้ทแทรก 4.1 จะไดผ้ลลพัธ์ดงัต่อไปน้ี 
 

บทแทรก 4.4 ให ้ 0 {0,1,..., }x n  ถา้ 
1

m
p

N n


 
 แลว้จะไดว้า่ 

 

0

0

1 1

0
0

( 1)( 1)
, 0

( 2)
( , )

1 1 ( 1)
min , , 1

( 1) ( 1)( 2)

x

n

K n n n

np q N m n
x

m N n
d X B

p p q mn n
x n

x n p N n N n

 

     


 
 

     
         

              (4.18) 

 

จากอสมการ (4.18) จะสังเกตไดว้า่การประมาณฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของ 
ตวัแปรสุ่มเรขาคณิตไฮเพอร์เชิงลบดว้ยฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มทวนิามจะมี 
ผลการประมาณท่ีดีเม่ือ N   มีค่ามากและ m  และ n  มีค่านอ้ย 

ตัวอย่างเชิงตัวเลข 

 ให ้ 10,m   15n   และ 100N   จะได ้ 0.116279p   แลว้ผลลพัธ์เชิงตวัเลขใน
อสมการ (4.18) สามารถแสดงไดด้งัน้ี  
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0

0

0

0
0

0.078687 , 0

( , ) 0.129987 , 1,2

0.280674
, 3,...,15

xK

x

d X B x

x
x


 


 

 


 

 ให ้ 10,m   15n   และ 200N   จะได ้ 0.053763p   แลว้ผลลพัธ์เชิงตวัเลขใน
อสมการ (4.18) สามารถแสดงไดด้งัน้ี  

0

0

0

0
0

0.022867 , 0

( , ) 0.041197 , 1

0.060376
, 2,...,15

xK

x

d X B x

x
x


 


 

 


 

 ผลลพัธ์เชิงตวัเลขไดแ้สดงใหเ้ห็นวา่การประมาณฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของ 
ตวัแปรสุ่มเรขาคณิตไฮเพอร์เชิงลบดว้ยฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มทวนิามจะมี 
ผลการประมาณท่ีเหมาะสมเม่ือ N  มีค่ามากและ m  และ n  มีค่านอ้ย ซ่ึงสอดคลอ้งกบัผลการ
ประมาณในอสมการ (4.18)  

ตัวอย่าง 4.3 การแจกแจงโพลยา 
สมมุติวา่ถุงใบหน่ึงบรรจุลูกบอลสีขาว m  ลูก และลูกบอลสีด า N m  ลูก หยบิลูกบอล

อยา่งสุ่มข้ึนมาหน่ึงลูก แลว้ใส่กลบัคืนลงในถุงพร้อมดว้ยลูกบอลสีเดียวกบัลูกบอลท่ีสุ่มไดอี้กหน่ึง
ลูก ท าซ ้ าในลกัษณะน้ีเป็นจ านวน n  คร้ัง ให ้ X  แทนจ านวนลูกบอลสีขาวท่ีสุ่มไดจ้ากการสุ่มหยบิ
ลูกบอล n  คร้ัง แลว้จะไดว้า่ X  เป็นตวัแปรสุ่มโพลยาท่ีมีพารามิเตอร์ ,  N n  และ m  โดยมีฟังกช์นั
มวลความน่าจะเป็น ดงัน้ี 
 

1 1

( ) ,  0,...,
1

X

m x N m n x

x n x
p x x n

N n

n

       
  

  
 

  
 
 

           (4.19) 

 

โดยมีค่าเฉล่ีย ( )
nm

E X
N

    และความแปรปรวน 2

2

( )( )
( )

( 1)

nm N n N m
Var X

N N


 
 


  

จากสมการ (2.3) และ (2.4) จะไดว้า่ฟังกช์นั w  ท่ีสัมพนัธ์กบัตวัแปรสุ่มโพลยา คือ 

2

( )( )
( ) 0

m x n x
w x

N

 
   ให ้ m

p
N

  และแทนค่า p  ลงใน ทฤษฎีบท 4.1 ซ่ึงจะไดว้า่ 

2 ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) 0

n x m m x n x n x x
n x p w x

N N N


   
         ส าหรับทุก 0 x n   ดงันั้นโดย

ประยกุตใ์ชบ้ทแทรก 4.1 จะไดผ้ลลพัธ์ดงัต่อไปน้ี 
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บทแทรก 4.5 ให ้ 0 {0,1,..., }x n  ถา้ m
p

N
  แลว้จะไดว้า่ 

 

0

0

1 1

0
0

( 1)( )
, 0

( 1)
( , )

1 1 ( 1)
min , , 1

( 1) ( 1)

x

n

K n n n

np q N m
x

m N
d X B

p p q mn n
x n

x n p N N

 

   



 

     
      

           (4.20) 

 

จากอสมการ (4.20) จะสังเกตไดว้า่การประมาณฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของ 
ตวัแปรสุ่มโพลยาดว้ยฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มทวนิามจะมีผลการประมาณท่ีดี 
เม่ือ N   มีค่ามากและ m  และ n  มีค่านอ้ย 

ตัวอย่างเชิงตัวเลข 

 ให ้ 10,m   10n   และ 100N   จะได ้ 0.10p   แลว้ผลลพัธ์เชิงตวัเลขในอสมการ 
(4.20) สามารถแสดงไดด้งัน้ี  

       
0

0

0

0
0

0.031070 , 0

( , ) 0.055587 , 1

0.089109
, 2,...,10

xK

x

d X B x

x
x


 


 

 


 

 ให ้ 10,m   10n   และ 150N   จะได ้ 0.066667p   แลว้ผลลพัธ์เชิงตวัเลขใน
อสมการ (4.20) สามารถแสดงไดด้งัน้ี  

       
0

0

0

0
0

0.015602 , 0

( , ) 0.028817 , 1

0.039735
, 2,...,10

xK

x

d X B x

x
x


 


 

 


 

 ผลลพัธ์เชิงตวัเลขไดแ้สดงใหเ้ห็นวา่การประมาณฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของ 
ตวัแปรสุ่มโพลยาดว้ยฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มทวนิามจะมีผลการประมาณท่ี
เหมาะสม เม่ือ N  มีค่ามากและ m  และ n  มีค่านอ้ย ซ่ึงสอดคลอ้งกบัผลการประมาณในอสมการ 
(4.20) 

ตัวอย่าง 4.4 การแจกแจงทวินามบีต้า 
 ถา้ X  เป็นตวัแปรสุ่มท่ีไดม้าจากการแจกแจงทวินามท่ีมีพารามิเตอร์ Nn  แต่ความ
น่าจะเป็นของความส าเร็จ p เป็นตวัแปรสุ่มท่ีมีการแจกแจงบีตา้ท่ีมีพารามิเตอร์ 0   และ 

0   แลว้จะไดว้า่ X  เป็นตวัแปรสุ่มทวนิามบีตา้ท่ีมีพารามิเตอร์ ,  n   และ   โดยมีฟังกช์นั
มวลความน่าจะเป็น ดงัน้ี 
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,
( ) ,  0,...,

,
X

n B x n x
p x x n

x B

 

 

   
  
 

    (4.21) 
 

และมีค่าเฉล่ีย ( )
n

E X



 

 


 และความแปรปรวน 2

2

( )
( )

( 1)( )

n n
Var X

  


   

 
 

  
  

จากสมการ (2.3) และ (2.4) จะไดว้า่ฟังกช์นั w  ท่ีสัมพนัธ์กบัตวัแปรสุ่มทวนิามบีตา้ คือ 

2

( )( )
( ) 0

( )

x n x
w x



  

 
 


 ให ้ p



 



 และแทนค่า p  ลงในทฤษฎีบท 4.1 ซ่ึงจะไดว้า่ 

2 ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) 0

n x x n x n x x
n x p w x

 


     

   
      

  
  ส าหรับ 0 x n   ดงันั้นโดย

ประยกุตใ์ชบ้ทแทรก 4.1 จะไดผ้ลลพัธ์ดงัต่อไปน้ี 
 

บทแทรก 4.6 ให ้ 0 {0,1,..., }x n  ถา้ p


 



 แลว้จะไดว้า่ 

 

0

0

1 1

0
0

( 1) , 0
( 1)

( , )
1 1 ( 1)

min , , 1
( 1) ( )( 1)

x

n

K n n n

np q x

d X B
p p q n n

x n
x n p



  



   

 


    


                

       (4.22) 

 

จากอสมการ (4.22) จะสังเกตไดว้า่การประมาณฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของ 
ตวัแปรสุ่มทวนิามบีตา้ดว้ยฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มทวนิามจะมีผลการประมาณท่ี
ดีเม่ือ    มีค่ามากและ   และ n  มีค่านอ้ย 

ตัวอย่างเชิงตัวเลข 

 ให ้ 30,  100,  1000n      และ 1100    จะได ้ 0.090909p   แลว้ผลลพัธ์
เชิงตวัเลขในอสมการ (4.22) สามารถแสดงไดด้งัน้ี  

0

0

0

0
0

0.016209 , 0

( , ) 0.024162 , 1,2

0.071836
, 3,...,30

xK

x

d X B x

x
x


 


 

 


 

 ให ้ 10,  100,  1000n      และ 1100    จะได ้ 0.090909p   แลว้ผลลพัธ์
เชิงตวัเลขในอสมการ (4.22) สามารถแสดงไดด้งัน้ี  

0

0

0

0
0

0.004566 , 0

( , ) 0.004827 , 1

0.007431
, 2,...,10

xK

x

d X B x
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x
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 ผลลพัธ์เชิงตวัเลขไดแ้สดงใหเ้ห็นวา่การประมาณฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของ 
ตวัแปรสุ่มทวนิามบีตา้ดว้ยฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มทวนิามจะมีผลการประมาณ 
ท่ีเหมาะสม เม่ือ    มีค่ามากและ   และ  n  มีค่านอ้ย ซ่ึงสอดคลอ้งกบัผลการประมาณในอสมการ 
(4.22) 
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บทที ่5 

สรุปและอภปิรายผล 
 

สรุปและอภิปรายผล 
ขอบเขตไม่เอกรูปส าหรับระยะทางของคอลโมโกรอฟระหวา่งฟังกช์นัการแจกแจง

สะสมของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบและฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่ม 
ทวนิาม เป็นผลลพัธ์ในอีกรูปแบบหน่ึงท่ีหาไดโ้ดยใชว้ธีิของสไตน์และฟังกช์นั w  และขอบเขต 
ไม่เอกรูปดงักล่าวสามารถใชเ้ป็นเกณฑใ์นการวดัความแม่นย  าของการประมาณฟังกช์นัการแจกแจง
สะสมของตวัแปรสุ่มท่ีมีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบดว้ยฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่ม 
ทวนิาม ซ่ึงผลลพัธ์ท่ีไดจ้ากการศึกษาคร้ังน้ี สามารถแสดงไดด้งัน้ี 

กรณีท่ี 0 0x   จะไดว้า่ 
 

0

2

2

1 1
( , ) ( ) ( )

( 1)

n n

K
np q q

d X B E n X p w X np
npn np

 
  

    


                    (5.1) 
 

และถา้ np   แลว้  
 

0

2

2

1
( , ) ( ) ( )

( 1)

n

K
np q

d X B E n X p w X
n np


 

  


                             (5.2) 
 

กรณีท่ี 0 {1,..., }x n  
 

0

1 1
2

0
0

1 1
( , ) min , ( ) ( ) ( )

( 1)x

n n n

K
p p q

d X B E n X p w X x np
x q n pq

  
     

     
  

      (5.3) 

 

และถา้ np   แลว้ 
 

0

1 1
2

0

1 1
( , ) min , ( ) ( )

( 1)x

n n n

K
p p q

d X B E n X p w X
x q n pq


     

   
  

                    (5.4) 

 

โดยท่ี 
 
 

 

0 0
0

0 0
0

0 0
0

0 0

( 1) 1 ( )
,  ( 1)

( ) ( 1)
( )

( 2) ( )
,  ( 1)

( 1) 2 ( 1)

n x P B x
x n p

n x n p x
x

x P B x
x n p

x x n p



    
 

  
 

   
    

 และ 
0

0
0

( ) ( )

x

B
k

P B x p k
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และสังเกตไดว้า่ขอบเขตไม่เอกรูปส าหรับการประมาณฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มท่ี
มีค่าจ  านวนเตม็ไม่เป็นลบดว้ยฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มทวนิามดงัท่ีไดแ้สดงขา้งตน้ 
จะมีค่านอ้ยลงเม่ือก าหนดให ้ np   

ส าหรับการประยกุตใ์ชผ้ลลพัธ์ในเชิงทฤษฏี เป็นการน าผลลพัธ์ท่ีไดไ้ปประมาณฟังกช์นั
การแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มเรขาคณิตไฮเพอร์ ฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่ม
เรขาคณิตไฮเพอร์เชิงลบ ฟังกช์นัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่มโพลยา และฟังกช์นัการแจกแจง
สะสมของตวัแปรสุ่มทวนิามบีตา้ นอกจากน้ีไดมี้การน าเสนอผลลพัธ์เชิงตวัเลขเพื่อแสดงความ
แม่นย  าของการประมาณขา้งตน้ ถา้ขอบเขตไม่เอกรูปส าหรับระยะทางคอลโมโกรอฟในแต่ละ
ผลลพัธ์มีค่านอ้ย แสดงวา่ในการประมาณขา้งตน้ดว้ยฟังก์ชนัการแจกแจงสะสมของตวัแปรสุ่ม 
ทวนิามมีความแม่นย  าและเหมาะสม 

 
ข้อเสนอแนะ 

เน่ืองจากขอบเขตไม่เอกรูปส าหรับระยะทางของคอลโมโกรอฟในการศึกษาคร้ังน้ี เป็น
ขอบเขตไม่เอกรูปท่ีมีฟังกช์นั w  ดงันั้นในการน าผลลพัธ์เชิงทฤษฎีไปประยกุตใ์ชจ้ะตอ้งหาฟังกช์นั 
w  ท่ีสัมพนัธ์กบัการแจกแจงท่ีตอ้งการประมาณ
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